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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы В различных физических задачах возникают 
ния типа переноса (изменения скоростей частиц, появления и исчезновен 
частиц в результате их взаимодействия). Такие явления описываются интег 
ро-дифференциальными уравнениями типа Больцмана.

Обзор литературы показал, что ранее не были найдены Достаточные 
ловия существования решений интегро-дифференциальных уравнений типа 
Больцмана в одномерном случае с переменными коэффициентами общего 
вида при частных производных, а также не была исследована асимптоп 
этих решений.

Для поиска таких условий существования и построения асимптотики 
решили применить и развить метод дополнительного аргумента, считая 
наиболее эффективным для данного класса задач.

Ранее было разработано несколько разных методов для исследования 
разрешимости нелинейных дифференциальных уравнений в частных произ 
водных первого порядка: метод характеристик, метод Галеркина, метод о 
полнительного аргумента. Каждый из них налагает свои требования на 
уравнения. Метод характеристик не требует дополнительных предположений 
лишь в случае, когда коэффициенты перед производными не содержат неиз 
вестных функций. А при применении метода характеристик для квазитиней 
ных уравнений в соответствующем интегральном уравнении появляется 
перпозиция неизвестных функций. Далее, в методе характеристик условием 
разрешимости исходной задачи является условие существования обратной 
функции для решения характеристического уравнения.

Рассмотрим, для примера, задачу Коши

С " (Х,‘К а  (х,1,г(х,1))д г (Х^  = /  (х,1,г(х,с))' х е & 1е[0,Т], Т=Сопм 
д х  81 (1)

•• »• |
(2)г (х, 0) = 20 (х), х  е  К .

Метод характеристик приводит к следующей системе уравнений

=  а (а, т](з), г ( 5, /]($)), (3 )
с&
2(5,7 (5 )) _  у  (5,7(5),г(5,/7(5)))~

Исследование системы (3) - (4) сводится к исследованию нелинейной 
системы интегральных уравнений, где всегда присутствует суперпозиция 
неизвестных функций. И найдя решение в характеристических переменных, 
для получения решения исходной задачи (1) - (2) требуется перейти от харак­
теристических переменных к переменным ( х. г). Последняя задача во многих 
случаях бывает настолько сложной, что её не решают, а принимают допусти­
мость обратного преобразования переменных в качестве условия.



В ряде работ М. И. Иманалиева, П. С. Панкова, Т. М. Иманалиева, С.Н. 
Алексеенко, Ш. А. Эгембердиева был развит метод дополнительного аргу­
мента, при помощи которого был получен ряд результатов по существованию 
решений различных типов уравнений с частными производными.

Наиболее общая схема метода дополнительного аргумента была пред­
ложена П. С. Панковым, Т. М. Иманалиевым. Сделан вывод, что основным в 
методе дополнительного аргумента является то, что дифференциальные опе­
раторы с частными производными являются, в некотором смысле, перестано­
вочными с интегральными операторами.

На основе вышеизложенного была предложена общая схема для интег- 
ро-дифференциадьных уравнений типа Больцмана, которая изложена в дис­
сертации и использована в одномерном случае.

П. С. Панковым, Т. М. Иманалиевым, Г.М. Кененбаевой показано, что 
метод дополнительного аргумента может применяться и для численного ре­
шения, при этом он имеет преимущества перед методами, использующими 
фиксированные, сетки (не производится численное дифференцирование) и 
перед методами типа метода характеристик (расчет ведется не вдоль лома­
ных, а вдоль прямых). Кроме того, этот метод, как использующий интеграль­
ные уравнения, более удобен для получения гарантированных результатов.

В диссертации применена соответствующая численная схема для интег- 
ро-дифференциальных уравнений типа Больцмана.

Упомянем результаты, имеющие отношение к теме диссертации.
В монографии М. И. Иманалиева (1992 г.) исследовано операторно­

дифференциальное уравнение вида
дг(х,1) ^ д г ( х , г )  . .  ,— ^ + {?(*,/,2 (*,/)) —^—и = /  (*, I, 2(дг,0)

61 дх
с начальным условием (2).

М. И. Иманалиев, С.Н. Алексеенко (1992-2001 гг.) исследовали разре­
шимость начальной задачи для одного уравнения и систем уравнений типа 
Уизема:
дг{х,1) , '<32 (л:,/) \

Э/ ах ’ )
с начальным условием (2), и для уравнения

02 (дг,г) , ,д г(х ,1 )  ..
— ± ~ ^  + г (х ,1) — ^ = /  (дг, /, 2(*,/))

ОТ ох
с условием типа Коши
2(0,х )—ср(х), и({,0) = ц/(1), х е[0, X], / е  [О, Т], Т, Х=сопа1 > 0.

М. И. Иманалиев, П. С. Панков, Т. М. Иманалиев (1995-2002 гг.) изучи­
ли дифференциальные уравнения типа Кортевега - де Фриза и волновые 
уравнения.

Т. М. Иманалиев (1991-1994 гг.) исследовал интегро-дифференциальное 
уравнение типа Вольтерра.

С. Н. Алексеенко, Ш. А. Эгембердиев (1997-1998 гг.) исследовали диф­
ференциальные уравнения одномерной модельной редукции задачи протека­
ния идеальной жидкости или газа. Алексеенко С.Н., Панков П.С., Будникова
О.Д. (2003 г.) - дифференциальные уравнения движения волн Римана. 
С.Н.Алексеенко (2002 г.) определил границы интервала существования глад­
кого ограниченного решения задачи Коши для нелинейного дифференциаль­
ного уравнения типа Гамильтона-Якоби.

Во всех этих работах исследовались системы уравнений с одним харак­
теристическим направлением. Иманалиев М.И., Алексеенко С.Н. (2001 г.) 
разработали способ применения метода дополнительного аргумента к систе­
мам дифференциальных уравнений первого порядка с разными характери­
стическими направлениями.

С.Н. Алексеенко, П.С.Панков, С.Г. Косов (2004 г.) исследовали разре­
шимость системы дифференциальных уравнений, описывающей изоэнтропи- 
ческое течение баротропного газа, а также построили ее численное решение.

С.Н.Алексеенко, Н.А.Грекова (2005 г.) показали существование решения 
задачи Коши для системы дифференциальных уравнений стационарного 
движения баротропного газа при сверхзвуковых скоростях.

Метод дополнительного аргумента также был применен к другим зада­
чам теории: А. Асанов, Б.Э. Сулейманов (1998-2003 гг.) - к исследованию 
существования и единственности решения обратных задач для дифференци­
альных и интегро-дифференциальных уравнений в частных производных 
первого порядка; М. И. Иманалиев, П. С. Панков, Т. М. Иманалиев (1995 г.) - 
к изучению уравнений высших порядков.

Переходим к обзору работ по теоретической физике.
Винг Дж.М. (1963 г.) свел нестационарную миграцию нейтронов в бес­

конечной пластине к интегро-дифференциальному уравнению типа Больцма­
на с постоянными коэффициентами
1 д г ( г , / л , ! )  З г б - . / л / )  / \ V /  , , \  , >5^= А г  = ц  + а  г(г,/А /) + с2 Р ;
V <3/ дг  I

Г е К ,  ц  6 [ -  1;1 ],
где а = соп$1 -  полное поперечное сечение взаимодействия,
с2 = сопзI -  среднее число нейтронов, возникающих при столкновении,
// -  косинус угла между направлением движения частицы и положительным 
направлением оси г,
м=сопз1 — скорость (все возможные скорости приближенно заменены их 
средним значением),
2 (г, ц, I)  -  плотность нейтронов в точке г, движущихся под углом // к оси в 
момент времени /.



Граничные условия:
г{-а ,/л ,1 )=  0,ц  > 0,1 > 0, г(а,ц ,1 ) = 0 ,и  < О, I > 0. (6)

Начальные условия (начальное распределение нейтронов в пластине): 
г { г , ц , 0  ) = г 0 { г , м ) ,  | г  \ < а , \ р \ < 1 .  (7)

Решение представлено в форме интеграла Лапласа 
1 7

г  (г,/и , I ) -  П т — - Г е*(Я лг0)с1Л, ‘ > 0. где у  > А ,  -  первое собствен- 
«*-** 2т  -1

У  - 1 0 )

ное значение оператора А. -  резольвента.
К одномерному случаю этот результат не сводится.

8иНас1о1с А., У1с1ау I. (1970-1971 гг.) исследовали задачу переноса, описан­
ную интегро-дифференциальным уравнением:

~ = А г  = ~ р  ~  + К  |  г ( г , / / , / ) ф ' ’ 
от дг *

когда г б [ - й , 'й ] ) / / '€  [ -  7, /  ], К=соп$1, с граничными условиями (6).
Исследованы свойства спектра оператора А, существование решений не 

исследовано.
В работах Рафатова Р. (1976-1993 гг.) развиты математические методы 

анализа и синтеза оптимальных управлений процессами теплопроводности, 
диффузии и переноса при различных критериях эффективности в системах 
интегро-дифференциальных уравнений Больцмана.

Султангазин У.М. (1979 г.) доказал существование решения интегро- 
дифференциального уравнения типа Больцмана, когда ядро зависит только от 
угла между направлениями скоростей до и после столкновения в многомер­
ном пространстве, т.е. на одномерный случай этот результат не переносится. 
\Уе15 Ь.и'. (1988 г.) изучил спектральные свойства оператора А для абстраги­

рованного уравнения переноса нейтронов с ядром общего вида:
о_-(г V, 0  =  з  _ у дГас/^-^г  ,, К  (г, V, у1)  :(г , у ',/) Л '  >

где г е й  и у е  V , где /)  (пространство положения ) и V (пространство ско­

ростей) -  открытые подмножества в К п . Существование решений не иссле­
довано.

РгагаИ С., Уап с!ег Мее С.У.М. и Рауеп-РоШапа З.Ь. (1989 г.) рассмотре­
ли для функции распределения следующее уравнение

— = А  г  = а  д  +  ^ ( у ) г ( у , / ) +  \ к { у ,у ' ) Ъ ( у ') г { у ' , ( )  с1 \’, (8 ) о1 д у  1—УЗ
у 6 /?, где а=соп$1,
с начальным условием 2 (  м.О) = г0 (у), у е  /?. (9)

При предположениях . >

]к(у,у')</у' = 1, К ( - у -<>')=К(уУ )\  Ь ( -у )= Ь (у )
-оо • ■ • * •*'■* •'*' * ~ -
утверждается, что решение задачи (8) - (9) при [ —» оо сходится к некоторой 
положительной функции, доказательства не приведено.

Кенжебаевым Ш.К. (1990 г.) предложены методы приближенного реше­
ния и формулы для собственных значений операторов типа оператора А, тео­
рем о существовании решения нет.

Роираис! Р. (1990 г.) для нелинейной системы специального вида с про­
изведениями двух неизвестных функций доказал существование и единст­
венность решения при специальных условиях типа равенства.

ЬосЬ В. (2004 г.) изучил сингулярные абстрагированные уравнения пе­
реноса, усложненные неограниченными сечениями взаимодействия

'д / ^  = А 2 “  _У ^  г(г ' у' 1) - а (у)г[г>^1)+ 1- ^ у ')г (г ,у \/)ф (ч ')

с начальным условием г (г ,  у,0) =  20(г,  у), (г , у ) е  О  х V с  Я" * Я п и гра­
ничным условием: г = 0 на части границы области. Изучаются спектральные 
свойства оператора А, существование решения не рассматривается.

В обзорной статье В. РегИгате (2004 г.) упомянуты результаты о суще­
ствовании решения для специального вида уравнения Больцмана алгебраиче­
скими методами. На более общий случай эти методы не переносятся.

После нашей публикации [5] были опубликованы статьи Омурова Т.Д., 
Туганбаева М.М. Интегральные преобразования в теории уравнений перено­
са. Исследования по интегро-дифференциальным уравнениям. - Вып. 35 
(2006 г.); Интегральное преобразование линейного интегро-дифференциаль- 
ного уравнения типа Больцмана. Наука и новые технологии. - № 3-4 (2006 г.), 
в которых для интегро-дифференциальных уравнений типа Больцмана дока­
зываются условная ограниченность и единственность (при предположении,
что решение существует).

Таким образом, ранее не были найдены достаточные условия существо­
вания решения интегро-дифференциальных уравнений типа Больцмана,в од­
номерном случае с переменными коэффициентами общего вида при частных 
производных, не была установлена асимптотика этих решений.

Связь с государственными программами. Работа по теме диссертации 
выполнялась в рамках проекта “Развитие и приложения аналитических, 
асимптотических и вычислительных методов в теории динамических систем” 
Института математики НАН КР, № гос. регистрации 0003851.

Цель работы заключается в развитии и модификации метода дополни­
тельного аргумента для построения общих схем исследования и получении



достаточных условий существования решений интегро-дифференциальных 
уравнений типа Больцмана и построение асимптотики этих решений.

Методика исследований. Развивается и применяется метод дополни­
тельного аргумента к исследованию нелинейных интегро-дифференциальных 
уравнений типа Больцмана. Существование решений доказывается с помо­
щью метода последовательных приближений. Сходимость метода последова­
тельных приближений и утверждения качественного характера доказываются 
с использованием оценок решений интегральных уравнений. Также применя­
ется метод интервальных оценок.

Научная новизна работы. Получены следующие результаты:

1. построена общая схема для установления достаточных условий су­
ществования решения интегро-дифференциальных уравнений типа 
Больцмана;

2. построены интервальные расширения для унимодальных функций;
3. построена общая схема для установления достаточных условий зату­

хания решения интегро-дифференциальных уравнений типа Больц­
мана на бесконечности;

4. найдены конкретные достаточные условия локального существова­
ния решения начальной задачи для квазилинейных и существенно 
нелинейных интегро-дифференциальных уравнений типа Больцмана;

5. найдены конкретные достаточные условия затухания на бесконечно­
сти решения интегро-дифференциальных уравнений типа Больцмана 
с начальной функцией, затухающей на бесконечности;

6. с помощью численных расчетов показано, что предложенные схемы 
могут применяться и для приближенного решения других видов ин­
тегро-дифференциальных уравнений типа Больцмана;

7. при помощи вычислительных экспериментов обнаружено явление 
расщепления максимума унимодального начального условия в реше­
нии интегро-дифференциальных уравнений типа Больцмана, обу­
словленное наличием интегрального члена.

Теоретическая и практическая ценность. Результаты работы пред­
ставляют, прежде всего, теоретический интерес. Они подводят математиче­
скую основу для исследований, проведенных в рамках теоретической физи­
ки, поскольку доказательства существования решения являются косвенным 
подтверждением адекватности математической модели.

Построенные схемы могут быть применены и для других видов интегро- 
дифференциальных уравнений т ипа Больцмана.

Основные положения, выносимые на защиту:
1. общая схема для установления достаточных условий существования 

решения интегро-дифференциальных уравнений типа Больцмана;

2. общая схема для установления достаточных условий затухания ре­
шения интегро-дифференциальных уравнений типа Больцмана на 
бесконечности;

3. достаточные условия локального существования решения начальной 
задачи для квазилинейных и существенно нелинейных интегро- 
дифференциальных уравнений тйпа Больцмана;

4. достаточные условия затухания на бесконечности решения интегро- 
дифференциальных уравнений типа Больцмана с начальной функци­
ей, затухающей на бесконечности;

5. явление расщепления максимума унимодального начального усло­
вия, обусловленное наличием интегрального члена.

Личный вклад автора. Постановки задач принадлежат научному руко­
водителю С.Н. Алексеенко, а получение основных результатов осуществлено 
автором.

Апробация рез ультатов. Результаты работы сообщались: >'
на международной научной конференции «Асимптотические, топологиче­
ские и компьютерные методы в математике» (г. Бишкек -  с.Бозтери, 2006 г.), 
на республиканской научно-практической конференции «Проблемы образо­
вания и воспитания в региональных высших учебных заведениях» 
(г.Жалалабат, апрель 2008 г.), на семинаре кафедры «Геометрия и прикладная 
математика» механико-математического факультета Национального Универ­
ситета Узбекистана им. М. Улугбека (октябрь 2008 г.), на семинаре лаборато­
рии «Функциональный анализ» Института математики МОН Республики Ка­
захстан (март 2009 г.), регулярно обсуждались на семинаре кафедры «Выс­
шая математика» ЖАГУ (2005-2009 гг.). Докладывались на семинаре Инсти­
тута математики НАН КР (2008 г.).

Публикации. Основное содержание настоящей работы опубликовано в 
8 работах [1-8], приведенных в конце автореферата. В совместных статьях с 
Алексеенко С.Н. [1-3] постановка задач и обсуждение результатов принадле­
жит Алексеенко С.Н., а получение результатов осуществлено автором.

Структура и объем диссертации. Диссертация состоит из введения, где 
дается краткое содержание работы, трех глав, состоящих из 9 параграфов, 
заключения, списка используемой литературы, содержащего 56 наименова­
ний, и двух приложений, где имеются 14 рисунков и программа вычислений. 
Объем текста 127 страниц.



КРАТКОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Во введении дается обоснование актуальности темы диссертации, ука­
заны цель и краткое содержание работы по главам.

В первой главе, состоящей из двух параграфов, содержится подробный 
обзор работ других авторов по тематике диссертации.

В §1.1 -  обзор работ по методу дополнительного аргумента.

В §1.2 -  обзор работ по иитегро-дифференциальным уравнениям типа 
Больцмана.

В главе II построены схемы исследования интегро-дифференциальных 
уравнений типа Больцмана.

В §2.1 построена общая схема для доказательства существования реше­
ния для квазилинейного интегро-дифференциального уравнения типа Больц­
мана

+ а (у, /, *(у, + *(у, *)г(у, /) = |л:(у, V',/, г(у', *))■*',

\еЯ, 1е[0,Т] 
с начальным условием
2(у,0 )= 2 о(у) , у<~Л. (11)

Здесь х е  С 7,7 (Лх [0, Г]) - неизвестная функция, известные функции 

а(у, I, г )  е  С 1,0,1 (Л х [о, Г]х Я+), 20 (у) е  С 1 { к ) ,

6(у,?)е С ‘°(/гх[0,/]), А:(у,у',г)бС,00(ЛхДх[0,Г]). (12)
Везде: в соответствии с физическим смыслом, заданные функции а, Ь, К  

и решение 2 предполагаются положительными.
Здесь и далее чертой сверху обозначаются пространства ограниченных 

функций.
Также требуется, чтобы

оо

(уУ,/)(А/< С Для всех у , I. (13)
-оо

В соответствии с методом дополнительного аргумента, записывается 
расширенная характеристическая система:

аз

---- = (У’1>5\ 5)МУ>(>5) + (у,/,5),у',5)и'(у',5,5')Л''» О 4)
-00

с условиями типа Коши:

77(у»Г»‘5)|,=, (15)
м>(у, (, 0) = г 0 (т7(у, 1,0)). (16)

ТЕОРЕМА 2.1.1. Если функции М у ,1 ,5 ) 6  С 1,1,1 ( б г ) . 

^ (у ,Г ,5 ) е С ш <|2г ),гд е

д т := {(у , {, 5) :  V  е К ,  0  < 5 < 1  < т } с  К 3, удовлетворяют сис­
теме интегральных уравнений:

/ /ЛП \
Г)(у,(,а)= у-  |а(^(у ,/ ,р \ р,\у(у,I,р))с!р, 1

Му,(,х)=ехр
\  о

5 *
-  $Ь(ф,1,р),р)с!р 20 у -  \а(г)(у,1,р),р,Му,1,р))с1р

+ ехр
* \* °° I •

- р),р)<1р 1 1 К  (?? (у,/ , р),у',р)и-(у1,р ,р )ехр| <Ъ>'<1р

(172)
(из наложенных условий следует сходимость интегралов) и Т  достаточно ма­
ло, то компонента «'('у\1,$) решения интегрального уравнения (172) при з=1 
является решением задачи Коши (10)-(11).

В §2.2 построена общая схема для исследования асимптотики решения. 
Предполагается, что существует такая функция <р(\), что 

К  ( у ,у ', / ) < ^ ( у - у ')  ,

( у- у' ) -  ^
Сделав в (17) замену: р& Ъ з)= у- г)(у,(,$) получаем:

/
р{у, 1,з )  = м (у , 1,з , р ,  ту(-)) = |а (у  -  //(у, 1, р \  р ,  ̂ (у, (, р))с1р >

(  5
Н>(у, 1,а) = 1У(у,1,5,/л, и>(-)) = ехр -  |ь (у  -  р{у, (, р \  р)с1р

\  о

V -  |< з ( у  -  / ; ( у , Л  р ) ,  р ,  р ) ) с 1 р

\  о
(  X$  се •

I  |л: (у - р (у ,/ ,р \ у ',р )  (у ',р , р)ехр  \ь ( у - р { \ ,1 ,г ; \% ) 4% с&'с1р.

Х2,



ТЕОРЕМА 2.2.1. Если

1) существует такое Л > О, что |  у  (у')ехр(л) \  | )(Ы  < о о , ф )  еЩК);
; I '—00

2) существует такое щ  еЕх(Н), что г»(\>) < щ (\) для всех, у в Я :
3) выполняются условия (12), (13) и (18), наложенные на функции

а(у,1,г), б (м ), ЛГ(у,у',/) , то для достаточно малого Г* < Т  систе­

ма (19) имеет решение (ц, \м), при ( <  Т  удовлетворяющее сле­
дующему условию по второй компоненте: м(у,1,з) <2ц/0(\>).

Для доказательства теоремы доказаны следующие четыре леммы. Ис­
пользуются обозначения интервального анализа.

ЛЕММА 2.2.1. Если р(у) еЕх(К), <р(у) еС(К) и
х> со

-  \<Р (у<) ехР (^ | у’ | < °°» то } 9  (у _  Р (у ')Ж ' ^  Ф0 р (у ) ■

ЛЕММА 2.2.2. Для ц/(х) еИ(К) и интервала [х.;х ]  имеем: 
[//{х + х ^ ,  если -оо < х  < - х + 
Цу(о), если -  х + < х  < -х _  
ц/(х +;х„), . если -  х_ < х  < оо

^ +(* + ]) =

ЛЕММА 2.2.3. Для ц/(х) е11(К) и интервала [х.;х,] имеем:

Г 1//(х + х_), если -оо< х<  - х +
Ч'-(х + [х-:*Л =  \ч '(х _ -х +)=ч/{х+ -х_), если - х +< х< -х_

I + •*+) если — х_ < х  < °о

ЛЕММА 2.2.4. Если (р(у) е1!(К) и выполняются условия леммы 2.2.1, то
> .а • ’ VI гп

П т Фд = Ф0 , где обозначено ф д = ^  (у’ + [о, д]) ехр (л  | у '! )<Л/'.
-С О

Построен следующий пример, показывающий существенность условия 
унимодальности в Лемме 2.2.4, а также — что его нельзя заменить на условие 
«малости в далеких точках»:

Обозначим непрерывную функцию
О, е с л и  -  оо <  у  <  - у ,

1 + —у, если - у < у < 0 ,  у > 0 -  
У

7 ——V, если 0 < у < у,
У

О, е с л и  /  <  V <  оо.

г (у ,у )  =

Имеем: ^ст(у, у)с1\? =  у  • Выберем Я=7.
—00

П о л о ж и м  (р  (у )  _  ^ - е ^ ^ с т  Г у  -  к ,  - 1 б  С  (/? )>  т о г Д а
*=2 к V к )

*Д
ф0 = \(р (у)е^<Л> =  ̂ Г о -Г у-лД ^е1”1

4=2 к  V Ъ )

00 1 _ ( | | ,1  00 1 
< у  _ е I * л  е = У  _ <00 (интеграл сходится).

^  Г, V У21с=2 * л к=2 л

Вместе с тем, ( р { к ) - - е  Для любого натурального к, отсюда для

,  Г 14 1 - К )любого А >0, и А <0.5, имеем: верхняя граница для <р (у + [о, д]) = — е к
к

(к  -  А  <  V < к )  и оценка верхней границы для Фа ’■

К  +  [О, Д ] ) Л  *  ±  е*-4Д =

1  к-г к-ь  *  *-2 *

= |; 1 е ^ е - 4д > д Л - 4| ;  1 = 00 
к=2 к к=2 к 

для любого, сколь угодно малого, А. То есть, Фа не сходится к Фо при А—*<х>.

В главе III доказывается существование и наличие соответствующей 
асимптотики решений интегро-дифференциальных уравнений типа Больцма­
на.

В §3.1 доказывается локальное существование решения для уравнения 
типа Больцмана с линейным интегральным членом следующего вида:



5 2^ ' ‘- +а{у,1, г(у, +  б(у, / )г (у ,<) =  ? А: (у, у ')б(у ', 1 ) г { у \ /)< /у '> (20)
о1 д\> •'

-00

у е Л и  / е [ 0 , : г ] ,  с начальным условием (11).
В соответствии с общей схемой для существования решения записы­

вается система интегральных уравнений:
/

77(у,/,5)= V- р \ р ) ) 4 р ,

I *
и<(у,/,*) = ехр -]ь(т}^,(,р\р)с1р

I

V -  \а(т]{у,1,р\р,м>(у,ир))с1р

- |  ]*(^(у, I, р \  р )М у \ р, р)ехр^| />(/?(у, сЬ'Ыр (21)

ТЕОРЕМА 3.1.1. Существует такое Т ,е  (О, Т ], что задача Коши (20),

(11) при 0 < ? < 7] имеет единственное решение г ( у , / ) е  С ' ^ Л х  [0;7^]), 

которое совпадает со вторым компонентом решения системы (21), если в по­

следнем считать х=с. г (у ,( )  =  и

Основные этапы доказательства теоремы 3.1.1 представлены в виде двух
лемм.

Для того, чтобы искать решение в классе ограниченных функций, про­
изведена замена в системе (21): /у (у ,/,л ) =  у -  г/{у,Г,х).

Ч■
м (у, I , з )  =  |о (у  - / / (у , I, р \  р , уу{у,I, р ))с1р ,

у(у,1,х) = ехр - [ Ь { у -р { у ,1 ,р \р )а р

+ )  } ^ (у  -  /Ду> р \  у'Му', р Ы у ',  р, р)ехрГ [ б(у -  р(у, I, №  \& с1р

(22 .)

(222)

ЛЕММА 3.1.1. Пусть Т.-  положительный корень следующего уравнения 
относительно /:

шах |  ( Ч Ч  +  * „ ' ( * ,  +  * „ ) +  2\„Н ьСкК0 + .V, К .] I + # 4Ч * о * . I \  2 NЬК0 I |  = 1.

Тогда при 0  <  /  <  7] система уравнений (22) имеет единственное ре­

шение /Д у , / ,л ) е С ( ( ? 7 )  и и { у , / д ) е С ( й  ) ,

где ТI - любое число из интервала (О, Т] п ( О,  Т•).

ЛЕММА 3.1.2. При выполнении условий леммы 3.1.1, 

н '( у , / , л ) е С ш (<37.| ) и ^ ( у , / ,л - ) е С , и ( а  ).

В §3.2 доказывается существование решения для уравнения типа Больц­
мана с нелинейным интегральным членом
с л (у ,/ )  , , ч ч З г (у ,/)  ч , \
— ^— - + а (у ,/,2 (у ,/))— -— - + Ь (у ,/) 2 (у ,/) =

О/ ОУ

= }  К  (у ,у ')& (у \/)г  (у './)О -Г (у ',/) )Л ' (23)
-ос

и с начальным условием (11).
В соответствии с общей схемой для существования решения записыва­

ется система интегральных уравнений:
I

//(у, /, *) = V  -  |о(^(У, /, р). р , и(у./, />)У/Л

н>(у,/,5) = едг^-|б(^(у,/,р)р)яГр^ хп У -  |а('/(у. '• р\Р- Му.‘,р)\1р +

+ )  /  Л' (7 (^ Р М М ^ р М ^ А р )(/-^ \р .р ))е х р |^ % (у ,Л # ).# У ^ < Л ''й ,р

(24)

ТЕОРЕМА.3.2.1. Пусть 2 0 €  С ( /? ) ,  |  А' (у,у') Л '  < А'0 •
—*

Тогда существует такое Т , е ( 0 , Т] ,  что задача Коши (23) ,(11) при 

О < I < имеет единственное решение 2 (у, / )  е С (К х [0; ] ) ,  которое 

совпадает со вторым компонентом решения системы (24), если в последнем

считать х=Г. ^ (у ,/)  — И'(у,/ , / ) .

Основные этапы доказательства теоремы 3.2.1 представлены в виде ни­
жеследующих лемм.



Для того, чтобы искать решение в классе ограниченных функций, про­
изведена замена в системе (24): у) = V -

I
/и ^а (у - р(ч,I, р \  р , »(у,/, р )) Ар,

Му.>.*)= ]ь{у-м{у.1,р),р)Лр|  2(,^  -  |а(у -  р(у,I,р),р, н(у,/,р)\1р

5 * (о \  П+ / / К ( \ - р { \ ,1,р)у')ь(у',р) ^ ' , р , р ) ( 1-^ ',р ,р ) ) е х Л  М^,1,4)4)а4 \сЬ'<1р
О-оо \0 ) _

<  ̂ ' ' (25)

ЛЕММА 3.2.1. Пусть 7’»— положительный корень уравнения относи­
тельно I

т а х  {  Л 'о  + ( л г 0 '  + > ) К ' + ^ ) + 2 Л ^ Л Г 0 + ( |  +  2 Л ' 0 ) ( 2 ^ Л - 0 А '% + , у л ^  +

+ *„( 1 + 2 <У0) г ,  2 а д  (1 + 2ЛГ0)/ |  = 1-

Тогда при 0 < Г < 7, система уравнений (25) имеет единственное реше­

ние / / ( у , м ) е с ( а )  и 4 , ^ ) б С ( 0 г ),

. где ТI -  любое число из интервала (О, Т]п(О,  Т.).

ЛЕММА^__ 3.2.2. При выполнении условий леммы 3.2.1,
и ; ( у , / , 5 ) е С и ;| ( б / ) 1и / / (у ,/ ,ж )е  С !-.У (0г ).

В §3.3 доказано существование следующей асимптотики решения 
для уравнения типа Больцмана с условием унимодальности.

ТЕОРЕМА 3.3.1. Если существуют такие С >0, Л, >0, Л2 >0- соп.и и

1) выполняются условия (12), (13),

2) К (\у,1) <С ехр(-Л, /у  - у'/2);

3) |К/ <С ехр(-Л) /V - V / 2)  ;

4) 20 (V ) <С ехр(-Л2/ у  I), то для достаточно малого Т задача Коши (10)- 

(11) имеет решение, удовлетворяющее неравенству «малости в далеких точ­

ках» г (V, I) <2 С ехр(-Л: }у> /). (26)

В §3.4 построена программа для приближенного решения уравнения ти­
па Больцмана на языке программирования Мкговор У1зиа1 С+.+ 6.0.

В §3.5 содержится методика приближенного решения начальных задач 
изученных типов.

Приложение I содержит текст программы на языке программирования 
М/сго.чо/1 У/хиа! С++ б. 0.

В приложении 2 приведены результаты расчетов для различных исход­
ных данных. Из этих результатов видно, что имеет место явление расщепле­
ния максимума унимодального начального условия: с течением времени еди­
ный максимум разделяется на два локальных максимума, приблизительно 
одинаковой величины.

Пользуясь случаем, выражаю глубокую благодарность моему научному 
руководителю доктору физико-математических наук Сергею Николаевичу 
Алексеенко за постановки задач, ценные советы и постоянное внимание при 
проведении настоящих исследований.
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в следующих работах:

1. Мураталиева В.Т. Определение условий существования ограниченно­
го решения для квазилинейного упрощенного уравнения Больцмана // Иссле­
дования по интегро-дифференциальным уравнениям. - Бишкек: Илим, 2006. - 
Вып. 34. - С. 55-64.

2. Алексеенко С.Н., Мураталиева В.Т. Экспоненциальное убывание на 
бесконечности решений квазилинейного интегро-дифференциального урав­
нения типа Больцмана // Исследования по интегро-дифференциальным урав­
нениям. - Бишкек: Илим, 2006. - Вып. 35. - С. 55-61.

3. Мураталиева В.Т. Применение метода дополнительного аргумента 
для построения численного решения линейного упрощенного решения урав­
нения Больцмана // Наука и новые технологии. - Бишкек: МОНиМП, 2006. - 
№ 1. - С. 175-179.

4. Алексеенко С.Н., Мураталиева В.Т. Абсолютная интегрируемость 
решений линейного интегро-дифференциального уравнения типа Больцмана 
// Асимптотические, топологические и компьютерные методы в математике: 
Тез. докл. международной научн. конф. - Бишкек, 2006. - С. 48.

5. Алексеенко С.Н., Мураталиева В.Т. Применение метода дополнитель­
ного аргумента к исследованию интегро-дифференциальных уравнений с 
ядром, имеющим интегрируемую особенность // Исследования по интегро- 
дифференциальным уравнениям. - Бишкек: Илим, 2007. - Вып. 36.- С. 39-44.

6. Мураталиева В.Т. Определение условий существования ограниченно­
го решения для упрощенного уравнения Больцмана с нелинейным интеграль-


