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ОБЩ АЯ ХАРАКТЕРИСТИ КА РАБОТЫ

Актуальность работы . Колебания -  один из самых распространенных 
процессов в технике и природе. Исследование процессов теории колебаний 
необходимо как в судо- и самолетостроении, специалистам промыш ленности и 
транспорта, создателям высококачественных систем автоматического 
управления, радиотехнической и акустической аппаратуры и т.д. Большой 
вклад в изучение колебаний, физическому и математическому моделированию  
колебательных процессов внесли выдающиеся ученые А.Н. Крылов, 
Л .И.М андельштам, Н.Д.Папалекси, Н.Н.Боголю бов, А .А.Андронов, 
М .А.Айзерман, И.Я.Цыпкин и др.

В Кыргызстане исследованиями колебательных процессов активно 
занимаются Ж .Ш .Ш аршенапиев, А .Асанов, А .К.Керимбеков, К.Алымкулов, 
Р.Р.Рафатов и др. Колебательные процессы являются неотъемлемой частью при 
исследовании явлений природы, естествознания, техники, экономики, физики, 
задач управления, радиоэлектроники, обработки и передачи информации и т.д. 
Они привлекали внимание многих известных специалистов, как теоретиков, так 
и прикладников, в том числе инженеров. Поэтому построение математических 
моделей реальных физических процессов, например, таких, как поперечные 
колебания струны, продольные колебания стержня и пружины, крутильные 
колебания упругого цилиндра, продольные колебания газа в трубе, 
электрические колебания в проводах и т.д. является актуальной проблемой, 
которая приводит к проблеме исследования смеш анных задач для уравнений в 
частных производных гиперболического типа с двумя независимыми 
переменными. А математические модели стационарных, то есть не меняющихся 
во времени процессов: стационарное тепловое поле, магнитостатика, 
электростатика, поле тяготения, потенциальное движение несжимаемой 
жидкости и т.д., -  приводят к смеш анным задачам для уравнений 
эллиптического типа [1, 2, 6 . 7, 8. 9, 10, 13, 18, 32. 37].

Для создания и строгого обоснования математических моделей и краевых 
задач для них разработан целый ряд оригинальных методов и способов: метод 
интегральных преобразований (Курант Р.И., 1951), метод разделения 
переменных и метод нагруженных интегральных уравнений (Крылов А.Н., 
1932, Тихонов А.Н. и Самарский А.А., 1966), метод конечных разностей 
(Ш арковский А.Н., 1978), вариационные методы (Кошляков Н.С., 1962), метод 
функций Грина, метод разложения по собственным функциям (Тихонов А.Н., 
1977) и т.д. [5, 7, 8, 12, 23, 37, 38, 39]. Важность изучения краевых задач для 
гиперболических уравнений с производными второго порядка в граничных 
условиях, а также их физическая интерпретация рассматривались в книге 
(Лионе Ж. - Л., М адженес Э„ 1971), в которой поставлена математическая 
проблема об определении классов начальных функций в области и на ее 
границе. Частично эта проблема нашла свое решение в работе (Дженалиев 
М.Т., 1992).

Однако ответ на вопрос, какой именно метод применим в каждом 
конкретном случае, зачастую сопряжен с определенными трудностями и



зависит от опыта, интуиции автора и перебора ряда способов. Для более общих 
смешанных задач трудно дать ответ на вопрос, применимы ли, вообще говоря, 
существующие методы.

Смешанные задачи, используемые в проблемах моделирования и 
изучаемые в науке и технике, требуют как совершенствования аналитических 
методов, гак и создания достаточно простых математических моделей 
изучаемых процессов. На практике важное значение имеет разработка 
эффективных методов и алгоритмов численного алгоритмического 
моделирования. Поэтому большой интерес представляет разработка 
вычислительных аспектов для смешанных задач, используемых в технических 
системах.

Задачи математического моделирования колебательных процессов 
методами дифференциальных уравнений гиперболического типа, а также 
разработка программных комплексов для проведения вычислительных 
экспериментов и определили актуальность и тематику данной диссертации.

В данной работе, в частности, разработан новый аналитический алгоритм 
решения смешанных задач для одного класса дифференциальных уравнений [4, 
3 1 ,4 7 ,4 8 ,4 9 ,] .

Отметим еще одну особенность настоящей работы. Как известно, в случае 
обыкновенных дифференциальных уравнений в приложениях важную роль 
играет знание общ его решения данного уравнения. Частные решения могут 
быть получены из общ его решения при соответствующ ем выборе 
произвольных постоянных, входящих в общ ее решение. В н астоящ ей  работе  
см еш ан н ы е зад ачи  для  гип ерболи чески х  уравн ен и й  реш аю тся и м енно 
и сходя  из общ их  п редставлен и й  реш ений .

Р азли чн ы е асп екты  исследован и й  по реш ен ию  задач м оделировани я 
колебательн ы х  п роц ессов  р ассм атри вал и сь  в работах  м ногих учен ы х , в 
частн ости , Р .Б елл м ан а , А .Г .Б утковского , Ф .Л .Ч ерн оусько , 
Ж .Ш .Ш арш ен ал и ева , М .Т .Д ж ен али ева и др . И сслед ован и ю  
к олебательн ы х  п роцессов , оп и сы ваем ы х ф ункц ион ально  -  
ди ф ф ерен ц и ал ьн ы м и  см еш анн ы м и  уравнен иям и , посвящ ены  работы  
А .Н .Ш арковского , Г .П .П елю х , А .Т урум бек ова  и др.

Связь темы диссертации с научными программами. Исследования, 
представленные в диссертации, выполнены в Ошском технологическом 
университете в соответствии с утвержденными темами по научным проектом 
МО и Н КР и тематикой НИР Института автоматики НАН КР.

Цели и задачи работы. Цель исследования заключается в разработке и 
обосновании методов аналитического и численного моделирования, а  также в 
создании комплекса программ для колебательных процессов в виде двух 
бегущ их волн на основе использования отдельных функционально
дифференциальных уравнений и в их применении при решении смешанных 
задач для уравнений гиперболического типа (как с постоянными, так и с 
переменными коэффициентами) в более общей постановке.

Для достижения поставленной цели ставятся и решаются следую щие 
математические задачи:

-  выделение отдельных типов дифференциальных, функционально -  
дифференциальных уравнений, встречающихся при исследовании смешанных 
задач;

-  проведение теоретического исследования этих уравнений с точки 
зрения построения их явных решений;

-  разработка численных алгоритмов применения изучаемых 
функционально-дифференциальных уравнений при исследовании смешанных 
задач в более общей постановке;

-  разработка комплекса программ и численное моделирование поведения 
полученных решений.

Научная новизна заключается в следующем.
-  Предложен и обоснован новый алгоритм по моделированию  одного 

класса колебаний, описываемых гиперболическими граничными задачами, 
основанный на применении ф ункционально-дифференциальных уравнений.

-  Разработано и проведено численное моделирование стационарных 
колебаний, описываемых решением краевой задачи для уравнения Лапласа, 
алгоритмом, предложенным в данной работе.

-  Разработан комплекс программ по численному моделированию 
колебательных процессов, исследуемых в данной диссертации. Приведены 
результаты вычислительных экспериментов.

Показано, что применение ф ункционально-дифференциальных 
уравнений расширяет круг явно решаемых смешанных задач, которые служат 
математическими моделями колебательных процессов. Для явных решений, 
полученных в настоящей работе при решении смешанных задач, разработаны 
алгоритмы их численной реализации, что показано в диссертации на 
конкретных примерах.

Практическая значимость полученных результатов. Теоретическая и 
практическая ценность полученных результатов состоит в следующем:

-  Результаты работы по моделированию, исследованию и расчету 
колебательных процессов необходимы в научно-исследовательской работе и в 
Проектных организациях, а также использованы при чтении специальных 
курсов по соответствующ им техническим и естественным специальностям.

Основные положения диссертации, выносимые на защиту.
-  Предложен и обоснован новый алгоритм по явному построению и 

моделированию одного класса колебаний, описываемых гиперболическими 
граничными задачами, основанный на применении функционально — 
дифференциальных уравнений.

-  Получено решение краевой задачи для уравнения Лапласа алгоритмом, 
предложенным в данной работе.

-  Разработан комплекс программ по численному моделированию 
колебательных процессов, исследуемых в данной диссертации, и приведены 
результаты вычислительных экспериментов.



Личный вклад соискателя. Постановки задач для гиперболического 
уравнения с переменными коэффициентами в совместных работах выполнены 
автором вместе с Турумбековым А., а дальнейш ее исследование этих задач 
выполнено автором диссертации самостоятельно. В совместной работе [57] 
Ш аршеналиеву Ж.Ш . принадлежат постановка задачи и идея использования 
явного вида решения для управления сложными колебательными процессами.

В совместных работах [1, 2, 4, 5] Турумбекову А. принадлежат постановки 
задач для гиперболического уравнения с переменными коэффициентами и 
предложение о возможности применения ф ункционально-диф ф еренциального 
уравнения.

В совместных работах [1, 2, 4, 5] общ ая идея, формулировка постановок 
задач предложены автором и также автором проведены математические 
выкладки, найдены в явном виде общ ие решения некоторых уравнений 
гиперболического типа как с постоянными, так и с переменными 
коэффициентами, с новыми видами краевых условий.

Работы [3, 6 -  10,] принадлежат лично автору.
Таким образом, автору принадлежит основная часть результатов совместных 

работ, которые вошли в диссертационную  работу.
Апробация результатов исследования. Основные результаты работы 

доложены и обсуждены (или представлены и опубликованы) на:
-  Научной конференции ОшГУ, октябрь, 2005 г.;
-  М еждународной научно-технической конференции КГТУ им. 

И.Раззакова «Инновации в образовании, науке и технике», Бишкек, 2006 г.;
-  II М еждународной конференции И нститута автоматики 

Национальной Академии Наук Кыргызской Республики, Бишкек, 2007 г.;
-  на научных семинарах кафедр «Прикладная математика» ОшГУ, 

КГТУ, семинаре лаб. ОЦСУ И нститута автоматики НАН КР, 2005 -  2008 г.г.;
-  на Ученом Совете Ошского Технологического университета, 2007 г.
-  В И нституте математики и в Институте проблем информатики и 

управления МО и Н РК (Алматы) 2008 г.
Оиубликованиость результатов. По результатом диссертации 

опубликовано 10 научных статей, имеется 2 акта о внедрении результатов 
диссертационной работы, а также свидетельство № 170 Кыргызпатента от 4 
сентября 2008года, которые достаточно полно отражают содержание работы. 
Результаты диссертации неоднократно докладывались на научных 
конференциях и научных семинарах.

Структура и объем работы. Диссертационная работа изложена на 105 
маш инописных страницах, состоит из введения, трех глав, заключения, списка 
использованных источников из 64 наименований, приложения.

Диссертант выражает искреннюю признательность научному 
руководителю  академику НАН КР, Заслуженному деятелю  науки 
Ж .Ш .Ш арш еналиеву за полезные советы и рекомендации, постоянное 
внимание к этой работе.

Методы исследования. В работе  использованы  методы  
м атем ати ческого  м оделировани я, о сн ован н ы е на теори и  обы кновенн ы х 
ди ф ф ерен ц и ал ьн ы х  уравнен ий , ди ф ф ерен ц и ал ьн ы х  уравн ен и й  в частн ы х 
п роизводн ы х, д и ф ф ерен ц и альн о  -  разн остн ы х  уравн ен и й , разн остн ы е 
методы  реш ения ди ф ф ерен ц иальн ы х уравнен ий  в частн ы х п роизводн ы х, 
м етод  ортогонали зац ии  не о ртогон ал ьн ы х  рядов  и др.

Степень новизны. В работе впервые получены математические модели 
колебаний на основе явного вида решений, причем смешанные задачи для 
уравнений в частных производных рассмотрены в более общей постановке по 
сравнению с известными. В работе дано дальнейш ее развитие применяемой в 
работе теории функционально -  дифференциальных уравнений для построения 
явного вида решений.

Обоснованность и достоверность. Обоснованность и достоверность 
результатов следую т из: 1) обоснованности и достоверности положений из 
известных теорий, применяемых в данной работе; 2) многократной проверки 
приведенных математических преобразований; 3) приведенных 
иллюстративных примеров; 4) результатов вычислительных экспериментов, 
подтверждающих теоретические результаты данной работы.

ОСНОВНОЕ СОДЕРЖ АНИЕ РАБОТЫ
Во введении обоснована актуальность темы, приведены научная новизна, 

основные положения, выносимые на защиту, теоретическая и практическая 
значимость работы, приведены сведения о структуре и объеме работы.

Первая глава посвящена вопросам построения математических моделей 
колебательных процессов. В настоящей работе найдено общее решение 
отдельных уравнений и проверка осущ ествлена способом, основанным на 
простейшее идее.

В данной работе исследуются смеш анные задачи для гиперболических 
уравнений с переменными коэффициентами в более общей постановке. А 
именно, в главе 1 рассматриваются для некоторых уравнений гиперболического 
типа с переменными коэффициентами, допускающ ими общ ее реш ение в виде 
суммы двух бегущих волн произвольной формы, следую щие задачи:

Г лава 1 состоит из 6 разделов.
В разделе 1.1 рассматриваются системы, которая предназначена для 

автоматического регулирования давления газа в трубопроводе.
Рассмотрим систему, которая предназначена для автоматического 

регулирования давления газа в трубопроводе. Объектом регулирования 
является трубопровод 1. Регулятор состоит из чувствительного элемента 2 
(мембранный измеритель давления), усилителей 3 и 4 (струнная труба и 
пневматический двигатель) и исполнительного механизма 5 (стержень 6 с 
закрепленным на нем клапаном) (Рис.1.1.1). Предполагается, что трубопровод 
прямолинейный, а все потребители газа сосредоточены на правом его конце. 
Состояние объекта характеризуется тремя параметрами: т -  скорость 
движения газа, /> -  его давление и р - е г о  плотность.



Изменение этих параметров во времени и по координате /, направленной 
вдоль трубопровода, описывается уравнениями

д с о  д а )  1  д р
+  ( 0 —  = ------------------

д 1  д (  р  ш
( 1 )

д р  д а )  д р  „

э Г + / 3 э 7 + й , э 7
( 2 )

[ р ° )  р °

( 3 )

где р °  и р°  -  плотность давления газа в трубопроводе, соответствующ ие 
установивш емуся режиму работы системы.

После преобразования (3) получаем

7 1 ° д, ~  д л ’ т° д , ~  э Г  0 < л < 1 ’

где „  Ь со0
7о = Т 7 -  У= — СО а

(4)

(5)

величина Т0 представляет собой время прохождения газа по трубопроводу в 
установивш емся режиме, а у  -  отношение установивш ейся скорости газа к 
скорости звука в нем. Из (4) получаем

,  2Э >
0 Э г д Х

Таким образом, имеем сов = С в 1{црк1-) и, следовательно, 

дсо„

(6)

(О в -  щ,
/ - ч  \ °дсо.

&Рв =

р \ Р
г  А С . АД ! _ Г ^ У а г - _ ^

р ‘‘д Р \  йх

с л V  Э/>

(р°У < ]р{дрв
где С в обозначено значение С , соответствующ ее началу трубы.

Если ввести обозначения: С  -  ежесекундный расход газа по весу, Р  -  
площ адь сечения трубопровода, с/- ускорение силы тяжести, то можно записать

С  = с/рГсо (7)

Согласно формуле (5) имеем со" = С! " /(с/Рр ) . Поэтому имеем граничное 
условие в начале трубопровода:

<Ра + ^ „ = ^  при /1 = 0 . (8)
Получаем граничное условие у второго конца трубопровода

У*е = # ‘( 0 - ^ 1  ~ ^ \ р Е  пРи Л = 1.

В разделе 1.2 исследуется математическая разностная модель двух 
бегущих волн, доказана следующая теорема.

Теорема 1. Уравнение гиперболического типа
Э2и _ 1 Э3и 
Эг [<р'(х)]2 Эх2 ф'(х)

Р ,-
У '(х )

ф '(х)

\|> '(х)-С |<р'(х) 

ф '(х)

ф#(х) I Эи
[ф '(х)Г ] Эх (9)

кф, +р. -С  ) — - 
(Н Р, Э Т р ,-

'(х)Л
Ч, ’( х ) - С 1(р'(х)'| У ( х Л

4>'(х) ) ф '(х) с!х

допускает общ ее решение вида
и(х,г) = е^л'/Мх)+‘)+егЛг)*Л'МФ)-1\ 0 °)

где Д , Р 2 , С \ , С г -  произвольные постоянные, ср,у/, / \  , / 2 -  произвольные, 
дважды непрерывно дифференцируемые функции своих аргументов, 
<р'(х)ф 0, 1//,(х) = 1/г(х)-С<р(х)+С2.

Пример 1. Если Щх) = Зх, <р(х) = х, /, = / ,  = 81п дг, Д = Д  = С, = 1. С, =0, то 
общ ее решение уравнения гиперболического типа (9) имеет вид 

и(х,1) = е,х*‘ 51п(х + г) + е2**’ ят(х -  Г).
В разделе 1.3 рассматривается приближенное реш ение в виде суммы двух 

бегущих волн, полученное разностным методом.
Пример 2. Пусть в уравнении (9) выполняются равенства 

у/(х) = 2х, <р(х) = х, Д = /3, = С, = 1, С, =2, / ,  = / ,= л г , то вычислим
следующие уравнения гиперболического типа с методом конечных разностей

^ _ ^  + 3^ - ^ - 2  и = / ( х , 1) (И )
Э г  дх~ дх д/

в квадрате О = {0 < х < 1,0 < I < 1}, с краевыми условиями
и(х,1) = <р(х,1) = е’*'(х+1)2+е2’н(х-1)2 (12)



на сторонах квадрата О. В результате получаем систему четырех уравнений с 
четырьмя неизвестными:

2м,, + и
1 1 ■+з - 2 2
9 9 3 3

“ и - 2« „ +  « 1 .3 « 2 .4 — 2и, 3 +  « 2 .2 1 З**2'4—  и , , « 2 .2  « 2 ,4

1 1 2 2
9 9 3 3

« 4 .3 - 2 " з . з +  " 2 .3 « 3 .4 _ 2«,.3 +  « 3 .2 | 3 «3'4 — « 3  2 « 3 .2  - « 3 . 4

1 1 2 2
9 9 3 3

« 3 .3 - 2  «ы +  « 3 .1 « 1 .2

■
Г

41

' +  « 2 .2
+  3 ^ - - « 2.1 «3 .1  - « 3 , 3  ,

= —е 
3

22  -= 4е----- е \
9

16

2и, , = 4е + 26

Решив систему уравнений
3

(13)

(13)

относительно
определим приближенные значения соответствующ их точных значений

, 1 1 решения и| (2  1и
1з з

2 2

3 3« т . т  . « Т-Т
1 2
3 3

М ожно показать, что принцип максимума, справедливый для системы 
разностных уравнений, эквивалентен устойчивости разностной схемы. Но тогда 
так же, как и для обыкновенных дифференциальных уравнений, решения 
разностных уравнений при Л -» 0  сходятся к точному решению краевой задачи 
с скоростью, определяемой порядком аппроксимации уравнения и краевых 
условий. Таким образом, для точного решения имеем оценку погрешности

ш а х  К* - “(*,> >»)| = а*1г) , А - » 0. (14)
«.*

О ценка погрешности (14) справедлива, если точное решение дважды 
непрерывно дифференцируемо в области Б . Для областей с угловыми точками, 
например, прямоугольника, вообще говоря, и(х , / )еС 2[о] Однако, если 
граничная функция, т.е. <р(х,у), удовлетворяет в углах специальным условиям 
согласования, то точное решение и(х,1)е  С2[о], и является верной оценка (14).

Для прямоугольной области й  = {л„ < х< х,, у0 < у < у,} такими условиями 
согласования могут быть:

1) достаточная гладкость ср(х,у),
2) функция <р(х,у) долж на удовлетворять в углах прямоугольника 

некоторому дифференциальному уравнению.
О ценка погрешности (14) имеет в основном теоретическое значение, 

поскольку содержит константу «с», которую практически трудно определить: 
ш а х | “..и У к )| =  с /г  +  йХ/Г), к  —> о.

Поэтому в реальных расчетах пользуются правилом Рунге оценки 
погрешности, аналогичным тому, которое применяется в численном решении

обыкновенных дифференциальных уравнений. Проводятся два варианта 
расчетов с шагом к и с шагом Л /2, тогда погрешность имеет вид

т а х  |и ! *  * * у,- )| = |  т а х  \ий~ ~ и , \ + 2 >, (15)

и главная часть погрешности определяется на совпадающих узлах.
В разделе 1.4 доказана следующая теорема.
Теорема 2. Уравнение гиперболического типа

Э У  
ЭI 2

(От + Р )" 
А О - В С

Э 2у  
Э х 2

, 0 < х < о о , Г> 0  .

с граничным условием
о, ц,  (0,1) + а2ц (0 ,г )  + а7р х(0,1) +  а 4У(0, г) = М  « т  а I  + N  совтI

и начальными условиями
' Ах + В '

у(*,0) = 2(С *+Р)/|

имеет решение в виде
\ Ма. + Ыа, . 

с + О К 1о(х ,1) = (Сх-
[ + 0 2

5 1 П

Сх+Р

( А х+ В  
\ Сх + О

, у,(д:,0) = 0, 0 < лг < °°, О  о,

(16)

(17)

(18)

+ 1
N(7, -  Мег,

+ ----- -̂-----^ 0 0 5
а \  + а ;

А х+ В  
Сх + О

+ 1

Ма, + N(7 , 
а ;  + а]

(  Ах + В N<7, - М а ,
+ -----2 . „2 ' С05

I { С х + Р  )
(19)

_ С х + й  о ] + о {

где А, В, С, О  -  произвольные постоянные, /  и § -  произвольные, дважды 
непрерывно дифференцируемые функции, а /, а2, аз, а4 -  постоянные.

Пример 3. Найти реш ение задачи (16) -  (18) при 
а, =а4 =0, А = С = О = 1. В = 0. В данном случае для (16) -  (18) имеем:

Р \ / \ > )  +  / ’2 / ( 0  +  < 7 |/ ,( - 0  +  < ? 2 / ( - 0  =  м  5' п №1 + N  со$ а I .
_ М а, + Ыа м  .

Мы нашли Г(1) для примера 3: г  (О = — —-------- т— лп ап2 а 2аъО)

Используя найденное Р(1) , построим искомое решение:
'  г '  \1

М
2 а гО)

-С08 (01 ,

Ма , + N0 2а) .
а (х ,1) = (дг + I) — г 2---- —т 5Ш2 а 2а,со

со
.г + 1

М -------(
2а,со х + I

- + 1

Ма , + Ыа ,01 .
+  --------- ^ ^ ------81П

2агау(о
со

х + 1
М-------- (

2а,со х + 1
Ма, +  N0 ,0) о  _ М

где р , = а 2 + а з , р 2 = а з , ч ,  = а з - а 2 ,с12 = а< ,а  = —т----- т ~  .2<1,а,от 1 а2ш

В разделе 1.5 исследуются уравнения с постоянными коэффициентами.
Решается задача: найти реш ение уравнения

0  = а ^ + а(Р1- Р : - 2аЬ + с ) |  + (Р, + Рг - с ) | -

-  (Р, -а Ь Х Р 2 + аЬ - с ) и ,  0 < х,1 < +<*>, 

при заданных граничных условиях



Э2м(0, () ди(0 ,г) ди(0 , г) , , ч
«1 д у2 +  а 2 — 57-^  +  «з — ^  +  а 4“ (0. 0  = * ( 0 . (21)

и начальных условиях
(  п \ — Эи(х,0) _ и (х , 0 )  = и о , — ^— - = и , ,0 < 1 <<».

Э(
Общее решение задачи (20) -  (22) имеет вид

«**Л7 . |  ^  + 1)  + Ле " :1 ' ^

(22)

с, +

с2 +

(23)

где

С, =

С ,=

—  |'+ д)Я0) КА + 4Ш 0) + (1 -  А)ЛО)] -  /2ШЦ - т  + Я/ЙЖО) + (1 -  Л)Г(0)]}
тд + тт + о -  *т\ - ш + тт+ а -  д ш  '

/ Д ч  -  кд + д а в +(1 -  д т  -  \(д+щт+ а -  дшрй 
тт + тт + а -  -  ш я + тт+ о - д ш  ■

В разделе 1.6 решается смешанная задача о колебаниях полуограниченной 
прямой: найти реш ение уравнения

Э2и , Э2и 
Й 2" -0  ^ Г + С

+ <Р,+Р2> | "

су'(х)
у(х)

су'(х)
у(х)

_ суЧ х)у  
Ч»(х) А

+ ̂ |  + с _а_Гх/оо) 
ах [ \|/(х) )Щх)

О < ЛГ < °°, 0 < Г < °о , 
удовлетворяющ ее граничному условию и начальным условиям

(24)

(25)

Э «(0,/)

Э г
- ( А + А )

ди(0 ,1)
Эг

+ а2 + а3и(0 . 1) = 0. 0 < к ° ° ,  (26)
Эдг

и(х,0) = 0, ди(х.О) _  0 < л < °о.
Эг

(27)

В результате получено реш ение задачи (24) -  (27)
2 ^Г(А-йАмА-д»1 

и(х,1) = — (/(д> 1 ' ] 
лг

,ш ( А л) я с о , ( А л )
х / (/(*) Л

Ш  Г —  I  ]< &12с )

где а,(< =\,2,Ъ),с,/3\,рг ~  постоянные числа, ц ( х )  -  заданная функция, 1/ ( х ) ~  
произвольная, дважды непрерывно дифференцируемая функция, и 1/ / ( х ) * 0  в 
промежутке [0,~ ) .

Вторая_____ глава посвящена применению результатов главы 1 по
исследованию колебаний полуограниченной струны к уравнению
Лапласа. Глава II состоит из 3 разделов.

В разделе 2.1 рассматривается задача: найти реш ение уравнения

^ 4 + ^  = 0 в прямоугольнике 0 < х < /,, 0 < у < /, (Рис. 3.), удовлетворяю щ ее 
Эх- Эу'
краевым условиям

и(х,0) = 0, 0 < х < /,, 
Эи(0,у)

Эх

Эдг

+ Д«(0, у) = 0, 0 < у < 12, 

+ /?,!/(/,,у) = 0, 0 < у </,,

и одному из следую щ их условии:

,, Эи(х, /2) б) — ^ -  = р2(х),

в) а

Эу
ди(х,/2)

Эу
+ Д,и(х,/2) = /?3?>,(х),

0 < дг < /,

(29)

(30)

(31)

(32)

А « Щ

К

0 (0,0) С(/,,0)

Рис.З.

Построено решение уравнения Лапласа, удовлетворяющ ее краевым 
условиям (29) -  (31):

«д. (х,у) = Д  (х + /у) - / А х -  /у) = А, ■! соя

или, окончательно,

Я Д х + г у ) - ^ я д  х - 1У) - - е , (33)

«я, (*• >’) = Д  (д + /у) -  Д  ( х - 1>) = $т|Л,(дг+/у) -  2 ̂ д. • (34)

где Д  = Ал со^Л.г Ал, = 2е' “ ■

В разделе 2.2 рассматривается реш ение уравнения колебаний 
полуограниченной струны и моделирование колебаний. Рассмотрим начально -  
краевую задачу



И„ = И„, 0 < Х,1 <

а,и„(0 ,Г) + а2их(0 ,1) + а,и(,0 ,1) = 0, 0 < / < <*>, 
и(х,0 ) = / ( х ) ,  и,(х,0) = />(х) 0 < х<°°,  

где а, ,а2 ,а, -  постоянные величины, }'(х) и $(х) — заданные функции.
В результате получим

и(х,1) = |5т^/Ьг-^0(Я)^[/4(Д)81П/1/ + В(Д)со8/1ф Я .

Рассмотрим частные случаи равенства (38). П режде всего отметим, что 
если какая-нибудь функция 4/ ( 1) представима интегралом Фурье, то имеет место 
формула [45]:

(35)
(36)
(37)

(38)

У'(г) = —  | |  $ !/(-0«>8/Я«/.^со8/Ы/0+—  |И » 8 т  |8т  /Ы /} . 

/(г) четная, то формула (39) при 

(^(г) = — | |  | \//(5)со5 Д«/л со8(кАр.

(39)

Если при этом функция !//(’ ) четная, то формула (39) примет вид

л  __

Если же (Кг) нечетная функция, то

У(г) = — |^|^(.?)81П /Ы .^ 8Ш /Ы Д.

1. Пусть конец х = 0 жестко закреплен, то есть а, = а, = 0. В этом случае 
общ ее реш ение задачи (35) -  (37) получаем в виде

(40)

(41)

—#(г)8ш Лг + /(г )с о 8Лг
Л

5тЛгс1г}$'тАхс1А. (42)

И скомое реш ение задачи (3 5 )- (37), как известно, можно построить с 
применением интеграла Фурье. Функции А(Л) и В(Л) должны определяться из 
начальных условий (37). Тогда имеем

#(лт)= 1М(Л)5тЯп/Л, 

/ ( х )=  I  В(Л) ЫпЛхМ.
(43)

Сравнивая (43) с формулой Фурье (41) для нечетной функции, мы 
определяем функции А(Л) и В(Л):

МЛ) = —  Г § (г) 51п Ягс/г,
КА о

В (Л ) =  —1 / ( г ) 51п / Ы г ,

(44)

тогда — #(г)8тЛ/ + /(г )со  $Лг 
Л 8тЛг$тАхАг>М

или принимая во внимание четность подынтегральной функции по Л:

—§(г) 81п Лг + / ( г )  со8 Л1
Л

81П Лг<Й > 8111 ЛхАЛ.

2. Пусть конец х = 0 свободен, то есть а, ,а, = 0. В этом случае формула 

(38) примет вид

и(х,1) = |со$ Лх[А(Л)$т Л1 + В(Л)сояЛ{\1Л. (46)

Функции А(Л) и В(Л) должны определяться из условий

8 (х)= |  ЛА(Л) сов Лхс/Л,

/(•*)= I  В(Л)совЛх^Л.

(47)

Сравнивая (47) с формулой Фурье (40) для четной функции, определяем 
функции А(Л) и В(Л) :

А(Л) = Г #(г) со8 ЛгЛг, 

В(Л) = — С/(г)со8 /Ы г.
ТГ •»

Подставляя (48) в (46), получим реш ение задачи (35) -  (37) в виде

-& '(г)8тЛ / +  /( г ) с о 8  А? со8 Аг<&: ? сов /Ь:Л1.

(48)

(49)

Задачи, рассматриваемые в разделе 2.2, используются в работе для 
моделирования колебательных процессов, описываемых уравнениями 
гиперболического типа с постоянными и переменными коэффициентами.

В разделе 2.3 рассматривается численное моделирование решений 
гиперболического уравнения. В качестве примера рассмотрим следующую 
задачу: найти приближенное реш ение уравнения

Э:у
д ? '

(Сх + йУ 1 „  г,— т + - у  + /(х,1), 0<дг<°°, Г>0 
д х ' х

(50)

_А О-ВС.
Рассмотрим частные случаи уравнения (50). Пусть в (50) л  = д=1, в = С = 0 -  то 
вычислим следующее уравнения гиперболического типа с методом конечных 
разностей,

(51)^ 4 - - - у = Г(х ,1), И  = ( 0 <  х < 71, 0 <  I < 1), 
Э г Эх2 х

с краевыми условиями
у(х,I) = (р{Х,1) = др[8ш(д: + г) + сохи -  г)] 

на сторонах прямоугольника О.

(52)
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Рис. 4. Узлы сетки для (5 1 )- (52).

Из рис. 4  видно, что для вычисления значений во внутренних точках в (51) 
-  (52) получаем систему четырех уравнений с четырьмя неизвестными:
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(53)

Решив систему уравнений (53) относительно и ,,, и ,,, и33, и32, определим 

приближенные значения соответствующ их точных значений решения
л I ( 2  к  1

М 3 '3 }  \ 3 ’3
V . У ± Л  

з з )  1з з
В третьей главе приведены результаты по созданию комплекса программ 

для численного моделирования колебаний и для проведения вычислительных 
экспериментов. Глава III состоит из 2 разделов.

В разделе 3.1 на основании результатов раздела 1.4 показано, что 
реш ением уравнения (16) с условиями (17), (18) при а, =а4 = О, В = О,Л = С = О = 1 
является функция

2 а2а3ео 
Ма , + №? ,й>
---- --------Т-- *2 а,а,со~

с о ------- + 1
х + \

СО I — -------- I
х + 1

М
2 а, со

М
2а, со

со I

СО\ ------- + 1
х + 1

-сок
( т т Н

Графики колебаний струны изображены на рисунках (5) -  (7).

Рис. 5. Сечения по X: поверхности Щ (х,1).

Рис. 6. Сечения по поверхности и{(хч().

Рис. 7. Трехмерный график поверхности м ,(л \/)

В разделе 3.2 на основании результатов раздела 1.5 показано, что 
решением уравнения (20) с условиями (21), (22) является функция

~  + + л* " " I

+ е Ьх+̂ ' Р \  - + 1  \ + ^ Ь~а> +Рг' Р \  — - г  I ,

С, +

С , +

где а = с = 1, Ь = 2, Я = ̂ -, Д  = Д  = ^ ,  / ,  = зт;с, / ,  = создг, Р = х2.

с , = ■
(|'+л~ [(А+ + ( 1 _  ^ (0 )]  - /2т  -  к д + тт+ а -  я )я ш

с .

/та+тт + о -  шт - тт + тт+ о ■
М ч - К А + т т +(1 -  л я т  -  ^ и д + л & т + а  -  а д а )

1 Ш + т т +(1 -  ш т  -  я т + т т + а  -  ы п

Графики колебаний струны изображены на рисунках (8) -  ( 10).

б»’";"' -тт'-таЛ»'.....

Рис. 8. Сечения по X ■ поверхности и2(х,1) .



Рис. 9. Сечения по /, поверхности и^(х,1)

Рис. 10. Трехмерный график поверхности ) .

Приложение. В п ри лож ен и и  приведен ы  докум ен ты  о прин яти и  к 
и спользовани ю  п олучен ны х результатов , тексты  програм м  для 
к ом п ью терн ого  м од ел и рован и я  получен ны х реш ен ий  и  граф и чески е 
результаты .

ВЫ ВОДЫ
-  Предложен и обоснован новый алгоритм по моделированию  одного класса 
колебаний, описываемых гиперболическими граничными задачами, 
основанный на применении ф ункционально-дифференциальных уравнений;
-  Получено численное моделирование стационарных колебаний, описываемых 
реш ением краевой задачи для уравнения Лапласа, алгоритмом, 
предположенным в данной работе;
-  Разработан комплекс программы по численному моделированию 
колебательных процессов, исследуемых в данной диссертации. Приведены 
результаты вычислительных экспериментов.
-  П олученные результаты показывают, что применение функционально
дифференциальных уравнений расширяет круг реш аемых смешанных задач, 
которые служат математическими моделями колебательных процессов. Явные 
решения, полученные в настоящей работе при решении смешанных задач, 
показывают, что алгоритмы численной реализации полученных теоретических 
результатов практически сводятся к приближенному вычислению сумму 
тригонометрических рядов, что показано в диссертации конкретными 
примерами.
-  По результатом диссертации имеется 2 акта о внедрении результатов 
диссертационной работы, а также свидетельство № 170 Кыргызпатента от 4 
сентября 2008года,- которые достаточно полно отражают содержание работы. 
Результаты диссертации неоднократно докладывались на научных 
конференциях и научных семинарах и использовались следующие результаты 
диссертационной работы: 1) инженерные методы расчета внутреннего и 
внешнего теплообмена, колебательных процессов; 2) пакет прикладных 
программ, позволяющ ий определить распределение температурного после в 
любой момент времени а также разработанные алгоритмы математического 
моделирование и комплекс программ, составленный курс по дисциплинам 
«Дифференциальные уравнения» и «Уравнения математической физики» для 
инженерных специальностей ВТУЗы.

ПРАКТИЧЕСКИЕ РЕКОМ ЕНДАЦИИ

Разработанный метод решения и полученные формулы, возникающ ие при 
решении уравнений в частных производных гиперболического типа, могут 
быть использованы при математическом описании различных сложных 
колебательных процессов в физике, технике, промыш ленности с целью 
управления этими процессами.
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