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INTRODUZIONE

Molte parti di processi e sistemi naturali e tecnogeni hanno regolaritd
identiche o simili di sviluppo e realizzazione dei fenomeni e degli eventi.
L'auto-organizzazione del loro corso e i cambiamenti nel tempo e nello spazio
stanno unendo tutti questi processi e i sistemi di varia natura. Tali processi e
sistemi sono oggetto di ricerche di una scienza piuttosto nuova - una sinergia
che si occupa dei processi auto-organizzati, dei fenomeni e dei sistemi di varia

natura fisica.

Questa scienza ha acquisito un ampio sviluppo negli ultimi decenni e ora
interferisce in molti campi della scienza, a partire dalle scienze naturali -
fisica, chimica, biologia, geologia - fino ad apivare ai campi inesatti delle
scienze, come l'economia, la sociologia, IQ/prEicolngia, la filosofia e anche nel

campo delle attrezzature ¢ delle tccnole}lqz:.

Molti scienziati si sono pmﬁz‘gﬁ non solo la ricerca di processi e sistemi
sinergici, ma anche la loro ge§hone per il raggiungimento del loro auspicabile
sviluppo e della loro diqﬂlica. La ricerca ¢ il controllo del comportamento
caotico (caos) nei sistemi di varia natura fisica sono particolarmente rilevanti

nella scienza modema.

L'apparato matematico della sinergica come direzione della scienza si
basa prima di tutto sulla teoria dei sistemi dinamici e sulla topologia, quindi il
fondatore delle idee e dei metodi principali di questa nuova scienza deve
essere considerato il grande scienziato francese Henri Poincare che ha dato un
contributo essenziale alla teoria dei sistemi dinamici ¢ che ha in sostanza

basato la sezione di matematica - topologia.

Inoltre I'enorme contributo allo sviluppo della teoria dei sistemi dinamici

¢ stato dato da molti scienziati del XX secolo, tra cui gli scienziati sovietici



L.I. Mandelstam, A.A. Andronov, L.S. Pontryagin, V.I. Amold e altri. Nello
sviluppo della teoria della stabilita dei depositi dei sistemi dinamici di A.M.
Lyapunov, S. Smale, R. Thom, V.I. Zubov ¢ molti altri scienziati sono

inestimabili.

Nell'affermazione modema il termine di nuova scienza & sinergica viene
inserito dall'eccezionale fisico tedesco Hermann Haken alla fine degli anni
Settanta del ventesimo secolo. Il termine "sinergetica” deriva dal greco

“sinergen” ¢ assistenza, cooperazione,

Auto-organizzazione in sistemi sinergici significa transizione spontanca
dallo stato disordinato o addirittura dal caos a quello ordinato a causa
dell'azione cooperativa congiunta (sincrona) di molti sottosistemi o elementi
di sistemi. ,@:\

O

Il senso generale delle idee sincrgiclgg?{fclln metodologia della sinergia
consiste in quanto scgue: OQ'

&
I processi di distruzione e cmn@c. il degrado ¢ l'evoluzione della natura ¢
della societd hanno caraucr&@ﬁﬁcttivn;

processi di creazione (aumento della complessita ¢ dell'ordine) hanno un
algoritmo uniforme, indipendentemente dalla natura dei sistemi.

L'approccio sinergico o paradigma della sinergia presuppone che il caos
¢ il disordine agiscano sia come distruttore che come creatore. Lo stato caotico
comprende l'incertezza - probabilit ¢ incidente. Come un germe di suto-

organizzazione serve la "probabilita” - 'ordine nasce attraverso le oscillazioni,
ln stabilitd attraverso linstabilitd,

Le condizioni necessarie per I'nuto-organizzazione dei sistemi e dei
processi sono:

il sistema - deve essere aperto non lineare ¢ non in equilibrio;

6
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pror=d

l'ordine nel sistema nasce dalle oscillazioni;
esistenza di un feedback positivo;

raggiungimento da parte del sistema dei parametri critici di un ordine che
promuove e migliora il comportamento cooperativo di elementi di sistema o

sottosistemi.

L'approccio sinergico ai sistemi ¢ ai fenomeni di varia natura introduce
nella metodologia scientifica idec assolutamente nuove ¢ non caratteristiche
del classico approccio tradizionale della scienza. Queste innovazioni della

sinergica possono essere caratterizzate dalle seguenti disposizioni:

In generale, i sistemi claborati non possono impostare un compito di sviluppo
assolutamente operativo, ed ¢ possibile imposla\n}un compito solo in una certa

misura dello sviluppo autogestito prcvisl% O

S
per i sistemi difficili esistono divcr{i{jfn};di alternativi di sviluppo determinati
dalla scelta di una via dig@oun punto (insieme) di mamificazione
?5
o

O
la sinergia apre i nuo$i principi della sovrapposizione, dell'assemblaggio

difficile delle parti, della creazione di strutture complesse da semplici quando

(biforcazione);

l'insieme non ¢ pili uguale alla somma delle parti ¢ dell'altro qualitativo;

non la forza d'influenza, ma la corretta struttura topologica o architettura

d'impatto sul sistema sta definendo nel controllo dei sistemi;

la sinergin rivela la comprensione del perché il caos pud fungere da inizio
creatore, il meccanismo costruttivo dell'evoluzione come dal caos pud

svilupparsi il nuovo ordine;

la sinergia rivela le regolaritd e le condizioni del corso dei processi veloci ¢

valanghe e dei processi di sviluppo non lineare auto-organizzato.



In una ricerca ¢ controllo dei sistemi sinergici sono essenziali questioni

di rugosita e biforcazioni.

Nell'enunciato classico le questioni della rugosita e delle biforcazioni dei
sistemi dinamici sono state poste all'alba della formazione della topologia
come nuova direzione scientifica della matematica dal grande matematico
francese e dal fisico H. Poincare, in particolare, il termine biforcazione & stato
da lui introdotto per la prima volta e significa letteralmente "biforcazione™ o
altrimenti da soluzioni di controllo dei sistemi dinamici si diramano nuove
decisioni. La ruvidita dei sistemi dinamici allo stesso tempo ¢ definito come
proprieta dei sistemi di mantenere un quadro qualitativo di scissione dello
spazio di fase in traiettorie a piccola perturbazione della topologia, dalla
considerazione dei parenti dalla forma delle cquazLéni dei sistemi.

Nella terminologia modema la parol(aofgﬁformzionc" ¢ usata come il
nome di qualsiasi cambiamento spasmqu;b che avviene al cambio regolare
dei parametri in qualsiasi sistema. Q\uﬁ%, biforcazione significa la transizione

tra spazi di sistemi ruvidi che g’i{mne attraverso aree non ruvide (spazi).

Molti risultati fomﬁ(cn)emali nella teoria della rugosita e delle
biforcazioni sono ricevuti da A.A. Andronov e dalla sua scuola, Nell'opera di
A.A. Andronov ¢ L.S. Pontryagin (1937) il concetto di rugosita ¢ per la prima
volta dato e vengono formulati per la prima volta criteri qualitativi di rugosita

che in seguito vengono definiti come concetto di rugositi secondo Andronov-
Pontryagin.

Nelle opere dell'autore riportate nell'elenco dei riferimenti al presente
libro si ricevono i risultati che sviluppano un concetto di rugosita secondo
Andronov - Pontryagin, i problemi di rugositd e biforcazioni dei sistemi
dinamici che permettono di indagare e risolvere quantitativamente, in
particolare, efficacemente applicati ai sistemi sinergici.

Le basi matematiche della teoria sviluppata si basano su un apparato
matematico di sinergie, la teoria della rugosita e delle biforcazioni dei sistemi
dinamici.

L'apparato matematico della sinergica copre molti campi della
matematica modema in quanto gli oggetti di questa scienza sono oggetti di
diversi campi della scienza. Innanzitutto, i modelli matematici dei sistemi
sinergici sono rappresentati dalle equazioni non lineari di diversi tipi. Ma ad
una ricerca delle equazioni non lineari vengono utilizzati vari metodi di
decisione & anche la linearizzazione con dati di compiti alle equazioni lineari,

e l'uso di metodi a matrice.

Le equazioni lincari e non lincari sono _Classiﬁcatc su differenziale
ordinario e differenziale, su determinato ¢ stn:igsuco, con coefficienti costanti

¢ variabili (stazionari e non stazionari), %bccmrati ¢ in derivati privati.

Le questioni della teoria della smb&@; della teoria delle matrici ¢ della teoria

dei frattali sono importanti angl’()&%\er la ricerca di sistemi sinergici.

La teoria considerata de &gosilﬁ topologica ¢ lo sviluppo della teoria della
rugosita e delle biforcazioni dei sistemi dinamici per la ricerca di sistemi
sinergici al fine di prevedere le biforcazioni (incidenti) e il caos ¢ anche di

controllarli.
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CAPITOLO 1. FONDAMENTI MATEMATICI DI SINERGICA E
TEORIA DELLA RUGOSITA TOPOLOGICA DEI SISTEMI

1.1. Equazioni differenziali ordinarie

Considereremo le equazioni differenziali in forma normale:

% = fi(x1, X3, e Xpe )i = 1,n (1.1.1)
dove %; = dxi/dt, i = T, n ¢ il primo derivato delle variabili x; = x;(t)
a seconda di una variabile indipendente 1.
Se scrivere (1.1.1.1) in forma di matrice vE{torinlc, allora designare
NS
X = [Xy, X3, o %] T, F(x, ) = [ (x1, %3, ... %@,A £, (X0 oo X O]T,
T - il segno della trasposizione, \)co
o3
avremo ,QZ‘
D
. v
x = F(x, :‘)<®Q- (1.1.2)

La soluzione del sistema (1.1.2) o (1.1.1) su un intervallo A=t2 - t/ & chiamata

insieme di n delle funzioni x; = (t), definite su un intervallo A tale che la

loro sostituzione nel sistema (1.1.2) trasforma ogni equazione di questo

sistema in identita su tutti gli intervalli A.

Se un vettore - funzione F (x, #) non dipende ovviamente dal tempo, cio¢ il

sistema delle equazioni differenziali (1.1.2) ha un aspetto
x = F(x), €1.1.3 )
che questo sistema di equazioni si chiama autonomo (stazionario).

Un compito importante nella teoria delle equazioni differenziali ¢ il

cosiddetto compito di Cauchy che ¢ formulato come segue.

1



Per trovare la soluzione di xi==§i(t),i= 1.2,...,ndel sistema delle

equazioni differenziali (1.1.1) definito su un certo intervallo A, 10 contenente
un punto, e che soddisfa le condizioni

&) =xpi=Tm, (I 1.4)
e 10, il x; in anticipo i numeri impostati,
Valori 10, x;o(i=T1,n) sono chiamati valori iniziali per la decisione

g (1), .. & (t) e condizioni (1.1.4) sono condizioni di ingresso.

Se per entrare in considerazione (n + /) si misura lo spazio euclideo con
coordinate di x;,X3, ..., Xyt poi set di n funzioni x; = E,(t) presentera alla
linea in questo spazio, e i valori iniziali x,x;q, '—t’m' ty presentare un punto
fino a (n+1) spazio misurato (in Fig. 1.1, n= lb\\\’

x,b%@
Q-
&
e R
Q.
((O

Fig. 1.1.

1 pii importante dei teoremi alla soluzione di un compito di Cauchy sono i
teoremi dell'esistenza e dell'unicitd delle decisioni dalle condizioni e dai

parametri di ingresso.
Formuliamo questi teoremi senza riduzione delle prove.

Teorema 1.1.1. Per il sistema delle equazioni differenziali (1.1.2), se le

funzioni  fj(xy, ... X,,t) sono continue su 7 e soddisfano le condizioni di
Lipschitz su Xy, ... X, in qualche zona G, cioé

'ﬁ(xp X2y ey Xj) one Xy l) - f,(x;.....sz, o R l)| 3 len -xal, (1 .1.5)

12

dove i =T,mj=mn,1, L = const Lipschitz, quindi esistc ¢ oltre all'unica

soluzione di x; = £(t),i =T,n sistemi (1.1.2), che soddisfano le condizioni
di ingresso

xi(to) =x.i =T, (1.1.6)
definito su un pezzo A, #0 contenente un punto.

Teorema 1.1.2. Per il sistema delle equazioni differenziali (1.1.2), se le
funzioni fi(xy,...X,,t) sono continue su ¢ e in qualche area G, e x =
E(xp, to,t) la soluzione di questo sistema che soddisfa le condizioni di
ingresso (1.1.6) ¢ definita su un pezzo soddisfa la condizione di Lipschitz su
[t-10|< A, per qualsiasi € > 0 esiste 8(g, A) > 0, quell'altra soluzione di x =

E(X3, to, t), soddisfare le condizioni d'ingrcsso\:\

AN o o
&(Xo, t?sgl? X0
dove ||xg — Xo[|< &, sard dcﬁ\ne\i@z“sullo stesso pezzo A ¢ soddisfa alla
disuguaglianza ?\5\
l é(xQ:QQ.t-) - E(X.to.t) <, (1..7)

dove ||||| - qualsiasi norma vettoriale.
Vero il teorema simile per i parametri del sistema (1.1.2).

Teorema 1.1.3. Per il sistema delle equazioni differenziali in funzione dei

parametri
B= [y it ] % = F(x, 1), (1.1.8)

se £(u0 , t) & la soluzione del sistema (1.1.8) al valore dei parametri p = p0,

soddisfacente

13



alle condizioni d'ingresso: &(0, t0)=xoper ogni £ > 0, & 5(¢, A) > 0, che se la
disuguaglianza || p - pOjji< 8, ; giusto che la decisione E(u0 1) sia definita su
un intervallo esiste |t -t0|<A, soddisfa anche alla disuguaglianza

I &0 1) = E(pt) < e (1.1.9)

Teoremi di dipendenza continua delle soluzioni delle equazioni differenziali
dalle condizioni di ingresso ¢ dai parametri sono molto impoﬂimli per i
modelli pratici dei vari sistemi. I modelli di sistemi in pratica decidono su vari
errori, quindi i teoremi sopra citati a piccoli errori permettono di operare con
processi di sistema reale in modo autentico., Inoltre, la continua dipendenza
delle decisioni permette di ricevere continue dipendenze funzionali della
dinamica dei sistemi da cambiamenti delle coniizinni di ingresso e dei
parametri. <
)

&

1.1.2. Equazioni differenziali nne{qu;m-m

I'sistemi lineari delle equazio@&’ﬂ'mnziali in forma normale sono presentati
nella forma <<O

%= Bt Ox + §00,i =T, (1.2.1)

o in vektor - una forma a matrice

k= A(t)x + f(x), (1.2.2)

dove x = [x1, X, )7, f1)= [f1(1),....f(t))" sono secondo un vettore di
funzioni

Xis (t); A(t) & una matrice dj coefficienti di sistema:

AQ) = r”-m a1a(t)
o T am:m]' (123)
14

Il sistema (1.2.1.) 0 (1.2.2.2) si chiama uniforme se fi(t) = 0,i = I,n:
x = A()x. (1.2.4)

La decisione comune dell'equazione (1.2.4) pud essere presentata nella forma
x(t) = x(0)eA™, (1.2.5)
dove x(0) = x0 & il vettore dei valori iniziali xa 10 = 0.
Per le equazioni con coefficienti costanti X = Ax, la decisione avra un aspetto
x(t) = x(0)eAllindirizo

Nel caso in cui la matrice 4 venga portata in diagonale

A =MAM"!,

dove M ¢ una matrice di riduzione a una via(%illagonulc con colonne proprie
vettori di una matrice 4, e A = diag[l-t.oi'@ 1,n} ¢ a matrice diagonale, A
sono valori propri di una matn'cvq_}!? allora la soluzione dell'equazione
differenziale avra un aspetto \\;\\bo

Ay

8
<Tx() = x(0)MeMM™,

1.2. Equazioni differenziali lineari

Le funzioni che sono definite solo in alcuni punti di ¢/, 2, ..., cioé nei
momenti discreti di una variabile ¢ (di regola, il tempo) sono chiamate
tralicciate. Considereremo le funzioni tralicciate determinate solo in punti
equidistanti di ¢ = nT, dove » & un qualsiasi numero intero, in T ¢ la costante

chiamata dal periodo di discretizzazione. Queste funzioni sono designate da

finT) (Fig. 1.2).

15



Fig. 1.2,
Per brevita la T cade ulteriormente. Espressione
Af(n) = f(n + 1) - f{n), (1.2.1)

¢ chiamata la differenza finale del primo ordine della funzione f(n) tralicciata,
per breviti solo la prima differenza. La pri ifferenza dalla funzione
tralicciata A f{n) & detta differenza del sccondgé;aine della funzione tralicciata

Sn), ecc. Si possono considerare le diffe R di qualsiasi ordine di i = 2,3,
() designato A2f(n) , ecc. Per la diﬂ'@m di qualsiasi ordine di k la formula

¢ equa YS
: £
f(n) =2,,=%P—1)" Of(n +k + v), (1.2.2)
dove X) =} = :}ﬁ

Le di : N sl
: differenze finali delle funzioni tralicciate sono funzioni, un analogico
discreto dei derivati in un caso continuo.

Allaffermazione del problema di ritomo del ritrovamento della

Fin) =Tp2if(k). (= ) (1.2.3)

16

chiama la funzione F(n) un antiderivativo per la funzione tralicciata F(nT) ¢
la sommatoria in questo caso & un'integrazione analogica per funzioni

continue.

Passiamo ora direttamente alla considerazione delle equazioni
differenziali.
11 rapporto che collega la funzione tralicciata x (n) ¢ le sue differenze con un
certo ordine £:

& (n,x(@),4 x (@), ... A% () =0, (1.2.4)

¢ chiamata l'equazione differenziale. Usando l'espressione (1.3.2) (1.3.4) &

possibile trasformare in un look 5
¢, (0, x(0),x(n + 1), .., x(n + 12/)3'“\6. (1.2.5)

Se il rapporto (1.2.5) contiene in fo@ﬁoesplicita le funzioni x () e x(n+k),
allora l'equazione differenziale QQQ‘) viene chiamata equazione di ordine £.
Se nel corso della riduzione @h’cqunzionc (1.2.4) ad uno sguardo (1.2.5) le
funzioni x (n) possoncv(ﬁscrc distrutte reciprocamente, allo stesso tempo
l'equazione differenziale di uno sguardo risulta essere I'equazione

differenziale.

¢, (nx(n),x(n +2), ..x(n +K)) = 0. (1.2.6)
Sostituendo m=n+1, riceveremo

$,(m = 1),x(m),....,x(m + k= 1)) = 0. (1.2.7)
L'equazione (1.2.7) & I'equazione differenziale di £-1.

La funzione tralicciata x(n) che trasforma I'equazione (1.2.4) o (1.2.5) in

identita é chiamata la soluzione dell'equazione differenziale.

17



Considercremo I'equazione differenziale di un ordine di k risolta per quanto
riguarda la funzione x (n+ 4):

x(n +k) = F(h,x(n), ..., x(n + k - 1)). (1.2.8)
L'equazione differenziale lineare di un ordine £ & chiamata l'equazione

ag(n)A"x(n) + a,(n)A™ 'x(n) + - + ar-,(n)Ax(n)
+a,(n)x(n = f(n)),

2k, (1 2.9)

dove f{n),aq(n), a,(n), -..a,(n) sono le funzioni tralicciate impostate,
Ll

equazione (1.2.9.) & detta non uniforme se Jin}#0 ¢ uniforme se fjn)=0
L' '

equazione (1.2.9) non stazionaria se ai(n) dipende da n e stazionaria se i
3 . -\
coefficienti 5 sono costanti. In tal caso, l'cq:!ﬁ\func differenziale lineare

uniforme con coefficienti costanti data in @%m (1.2.5) assume una forma

6 i g
ox(n + k) + 6,x(n + k l)+..:\-i-ﬁ_|x(n = 1)+ 6,x(n) = 0, (1.2.10)

: N
dove 6, =31 _ (—1)i-v (K~
1= Zheol-1) 3 <_(()qﬁ“\)an,.. 6x =0, 6o #0. (1.2.11)
I teorema ¢ giusto,
T Sty Pt
corema 1.2.1. Se n>n, esiste il sistema fondamentale delle decisioni
§1(n), ...Ex(n) dell'equazione differenziale uniforme

x(n+k) +6,(n)x(n+k - I)+...+6k(n)x(n) =0, (1.2.12)

£

§m) = ) c§itn), (n2ny)

i=1

dove ¢;(i = Tk) sono delle costanti,

18

In caso di coefTicienti costanti abbiamo

&(n) = I AT, (1.2.13)

dove A, (i=T1,k) sono radici (numeri caratteristici) dell'equazione

caratteristica del sistema (1.2.12).
M4+ 6,05 1 +... 46, = 0. (1.2.14)
Per il sistema delle equazioni differenziali con costanti di coefficienti
x(n + 1) = Ax(n), (1.2.15)

dove la matrice A dei coefficienti, A = [nij],(i, j = TK)la decisione avra un

aspetto
xi(n) o Cijl;‘.i = -@-’k (1 2.]6)
dove A; sono le radici dell'equazione cg_)&%eristicn.
&
\S\

1.3. Equazioni diﬂere:bzlnﬁ‘ non lineari

L'equazione di uno sguardo (1.1.1), (1.1.2) é chiamata equazioni
differenziali non lineari se le funzioni nella parte destra includono dipendenze

non lineari da qualsiasi variabile xi o 1.

La soluzione di tali equazioni in una visione generale ¢ un compito molto
difficile di tipi speciali. Pertanto, in pratica, utilizzare metodi qualitativi ¢
metodi approssimativi di soluzioni di tali equazioni. Prenderemo in
considerazione alcuni dei metodi di soluzione delle equazioni differenziali

non lineari.

A. Metodo delle approssimazioni consecutive.

19



Con questo metodo & possibile ricevere la soluzione di un compito di
Cauchy per qualsiasi equazione differenziale (lineare o non lineare) o per il
sistema delle equazioni differenziali che soddisfa una condizione del teorema

di esistenza e dell'unicita delle decisioni.
Considereremo l'equazione differenziale del primo ordine
x = f(x,1). (1.3.1)
Se pemenue x = E(t), soddisfa una condizione d'ingresso

&(to) = xo, (13.2)

che abbiamo l'equivalente equazione integrata.

8O =x0 + TR0, 6 {5 5

Alla soluzione dell'equazione (1.3.1) con%(;mcmdo delle approssimazioni
consecutive come approccio zero -';o(t) C\)@% scelta una qualsiasi funzione (per
esempio, §,(t) = xg) e viene soisil‘ﬁho al posto di &(1) nella parte destra

(1.3.3). Il primo approccio allégo?.uziunc dell'equazione (1.3.1) in uno sguardo
si trova <

(1) =xg ],:r(x;o(z),:)dr. ' (1.3.4)

Inoltre nel membro di destra dell'equazione (1.4.3) al posto della funzione &(1)

viene sostituita la funzione &/(1), determinata da una formula (1.4.4). Come
risultato dell'integrazione il secondo approccio della decisione ¢2(1), ecc. n-e
risulta che l'approccio sard definito per cspressione

80 =x0 [, £(%,_, (@), 7)d. (13.5)

E dimostrato che n approccio ¢n(t) a n —wo aspirera a gt -

alla soluzione
dell'equazione (1.3.1).
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Allo stesso modo ¢ possibile trovare la soluzione di x=¢ (1) del sistema delle

equazioni differcnziali
% = fi(X}, 02 X (1,1 = T,n, (1.3.6)
soddisfare le condizioni d'ingresso
&) =xp i=T,m, (1.3.7)

Nonostante la semplicita di un metodo, esso presenta una serie di carenze che

ne hanno limitato l'applicazione pratica.

B. Dal calcolo degli integrali ¢ libero il metodo delle linee spezzate di Eulero

che appartiene anche a metodi semplici di soluzioni approssimative delle
equazioni differenziali.

v

Troveremo la soluzione dell'equazione dcll@‘\nmn circa (1.3.1), che soddisfa
le condizioni di ingresso (1.3.2), consit@f:mdo che I'equazione (1.3.1) soddisfa
le condizioni di vita ¢ l'unicita. ggﬁddctm € € la soluzione approssimativa
dell'equazione (1.3.1) si trova q:g‘mc segue.

Sul piano ¢, x (Fig. 1.3) Q@ costruzione § - rete tale che per impostare piccolo

e>0a|tf | <de|x-x | <4 comreggere la disuguaglianza |f(x,1) — f(X;7)| <
E

e i
Iy ). AR .
z / ' :
I AT
z' o
. i /,
I -"'-u.__" -‘"
. ‘
0 RETE T

Fig. 1.3.
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Da un punto (x0, 10) disegna una linea retta

X=X = flxg = tp)(t — tg), (1.3.8)

prima di attraversare da una delle parti della piazza corrispondente. Da un
punto di intersezione (x/ 1/ ) traccia una linea retta

X=x; =1M{x,t,)(t—1,), (1.3.9)
e cosi via,
Cosl, risulta una linea spezzata che approssima una curva integrata richiesta.

Scegliendo la quantita corrispondente di un passo §, & possibile avvicinare con

qualsiasi grado di precisione la linea Spezzata costruita alla decisione esatta.
B. La solizione delle equazioni per mezzo diyerie di potenza.
Nel caso in cui parti giuste del sistema dclle@@n;oni
Xi = fi(xp, e x (1),i = g@_.\g(-ol.}.lﬂ)

ci sparpaglieremo in serie di polenégﬁ\cl quartiere di un punto (x
10+

la soluzione del sistema (!.34?)' si pud trovare sotto forma di serie di
con coefficienti incerti. Equilibrando i coefficienti ai corrispondenti
¢ possibile calcolare i coefficientj di questi ranghi,

Xa0: to),
potenza
gradi di ¢
C. Metodo di riduzione in un ordine (metodo dj riduzione)
Considereremo la decisione comune del sistema delle equazioni
x=f (x,, ...,x,,_(t)),i =Tn

in qualche zona G:

(1.3.11)

% =gch.icot)i=Th (13.12)

da cui, a scelta di una qualsiasi costante 7

: «CH puod ri e s
appartenenti all'arca G, PHO ricevere le decisioni

Risolvendo un rapporto (1.3.12) piuttosto che una qualsiasi costante c/,
..., cn riceveremo n delle equazioni

v, (x,, wsXat) =€)
e e (1.3.13)

¥, (%11 i Xpt) = ¢4
L'insieme delle uguaglianze (1.3.13) & chiamato l'integrale generale del
sistema (1.3.11), e ciascuna di queste uguaglianze & il primo integrale di

questo sistema.

Il primo integrale puo essere definito anche come il rapporto contenente nella
parte sinistra variabile indipendente sia le funzioni richieste che l'accettazione
di valore costante se invece delle funzioni richieste per sostituire qualsiasi

soluzione di sistema (1.3.11). \A\-}

Se & noto il primo integrale, allora un ulé’fnc di sistema puo essere abbassato
sull'unita. Davvero, lasciate w(x.. (ﬁx,‘t) =c ¢ il primo sistema integrale
(1.3.11). Poi, esprimendo da lu\i)‘fxﬁ delle funzioni sconosciute xk attraverso #,

altre funzioni sconosciute c.)q,.?‘ xk-1, xk+1,..., xn e qualsiasi costante c:
X = W(Xp, ves Xgmps X g s o X 1sC), € sostituendo questa espressione invece
di xk nel sistema iniziale delle equazioni, riceviamo il sistema da n-/ delle

equazioni con n-/ funzioni sconosciute.

Cosi, l'ordine di sistema delle equazioni é abbassato sull'unitd. Allo stesso
modo, se r di integrali indipendenti primi integrali sono noti, allora l'ordine
del sistema si abbassa su r di unita, semplificando cosi fortemente la soluzione

del sistema iniziale delle equazioni (1.3.11).
D. Metodo di linearizzazione armonica.

Questo metodo viene applicato per la determinazione approssimativa dei

parametri della soluzione periodica dell'equazione differenziale non lineare.
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Con un met i lincarizzazi i ibi i i
odo di linearizzazione armonica & possibile scoprire I'esistenza di

soluzioni periodiche delle equazioni differenziali non lineari ed anche
determinare i parametri di queste decisioni ¢ studiame la stabilita.

Prenderemo in considerazione un metodo di linearizzazione armonica
: N :
sull'esempio del sistema autonomo di primo ordine di sguardo
x2 = f(x), ), (13.14)
dove x,(f) = un peccatowt ¢ funzione armoniosa con un'ampiezza a ¢

frequenza o,

Inoltre I'equazione (1.3.14) pud essere scritta

2 . l 03 .

Funzione di scomposizione x2(1) in una fila %i,(fst\?urier:
2 )
X3 =0y/2 +}:‘f_,(akpcrchékm(l)q-_\atpcccatokml), (1.3.16)

attraverso la  seque X5 ioni ri
quenza dcllc\\fmsfonnnzmm niceveremo  l'equazione

armoniosamente linearizzata equazione non li
n lineare (1.3.14
seguente: Qéq ( ) nello sguardo

X2 = q(a, w)x, +%ﬁx}.

(1.3.17)
dove q(a, ) e q'(a, ) sono coefficienti
s ' offi g e Y :
ool icienti di linearizzazione armonica hanno un
G
q(a,0) = i Io flasinwt, awcoswt)sinwtd(wx), (1.3.18)
q'(a, w)
: ff(
= — asinwt, awcoswt
- J Ycoswtd (wt). (1.3.19)
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1.4. Equazioni differenziali stocastiche non lineari

Come ¢ stato mostrato nel capitolo precedente considerando qualsiasi
sistema, processo reale, le variabili corrispondenti possono essere suddivise
su microscopico ¢ macroscopico, ¢ a seconda degli obiettivi di considerare
quei processi che riflettono adeguatamente il livello richiesto della soluzione,
Ovviamente, a seconda del livello di considerazione, le scale temporance
saranno diverse. Cosi, ad esempio, i processi microscopici si svolgono in scale
temporali molto pii piccole rispetto ai processi macroscopici ¢ alle
fluttuazioni i processi riflettenti in parti scparate del sistema, nei processi
microscopici avvengono in modo significativo in scale temporali brevi, che

nei processi macroscopici.

Le equazioni differenziali stocastiche dcscn@m processi macroscopici con

fluttuazioni in un determinato cnuncinto@:%mntico.

O

Prima di tutto, prenderemo in cor@acmionc i concetti di base della teoria

dei processi casuali, 0“\

?.
Q_
QO

1.4.1. 1.4.1, Processi casuali e loro principali caratteristiche statistiche

La funzione stocastica & chiamata funzione, il cui valore ad ogni valore
di una variabile indipendente ¢ una variabile casuale. Le funzioni stocastiche
per le quali una variabile indipendente ¢ il tempo sono chiamate processi

casuali o processi stocastici.

Qualsiasi funzione xi (1) che & uguale al processo casuale x (1) come risultato
dell'esperienza, & chiamata realizzazione del processo casuale. E in anticipo
impossibile prevedere a priori quale sara il processo stocastico di

realizzazione,
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Per qualsiasi punto temporale fisso, ad esempio, r=t/, realizzazione di un
processo casuale di xi(t), i= 1, ...,n rappresenta la quantiti concreta, il valore
della funzione stocastica x(t/) & la variabile casuale chiamata dalla sezione del

processo casuale nel punto temporale di ¢/ (Fig. 1.4),

:.tl:/\ fﬂg.ua /Ll""" p
\w WoW "
M: f'-,n.l A -
.,u.:ur g s
an) '
/ "U{m; \, o %.
"'.'\f At i
4 n?.\'/“'('D'Qd\.' \Ji.
Fig. 1.4, ?9‘&

I metodi statistici non studja@ls ciascuna delle realizzazioni di xif1) formando

¢ proprieta di tutti i set in generale per mezzo di media delle
proprieta, entrando lui realizzazione.

moltitudine x(1),

Le proprieta statistiche di una variabile casuale x determinano la sua funzione
di distribuzione (la legge integrata di distribuzione) di F {x) o la densita di
probabilita (la legge differenziale dj distribuzione) di (x).

Le variabili casuali Possono avere varie leggi di distribuzione; uniforme,

normale (Gauss), esponenziale (Poisson), ecc,
Alla legge normale della distribuzione o distribuz;
casuale x completamente & definita dalla media

e dalla deviazione quadratica media g, .

one gaussiana la variabile

matematica (valore medio) mx
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Espressione analitica della funzione di distribuzione in questo caso
= [* e~(-m) 12 62xdx, (14.1)
F(x) = e f__¢ /
rispettivamente la densita di probabilit & definita da una formula

3=my)?
1 c"‘@“. (1.4.2)

w(x) = o
a) F al = Ty
L0 sl
d’,,
Ogy < O4p
—"_..-/‘--;/ x
) wm
§ B o e
o s é / ,'.'-H*' N Cug
&
] / ﬂ\bo"?
A= 4
0’\
Fig. 1.5. QS"
O

I grafici di funzione deffa distribuzione di F(x) ¢ della densita di probabilitd

di wx per vari valori : sono mostrati nella Fig. 1.5.

Per il processo casuale esiste anche un concetto di funzione di
distribuzione di Fx, 1) e di densita di probabilitd di w(x, 1) che dipendono dal
punto di tempo fisso di 7 e da alcune x scelte, cioé sono funzioni di due variabili

xel

Se x () la sezione del processo casuale nel punto temporale di t quella
funzione unidimensionale di distribuzione (il primo ordine) del processo
casuale x(7) ¢ chiamata probabilita che il valore attuale del processo casuale x
(1) nel punto temporale di ¢; non superi un certo livello prefissato (numero)

X1, cioé

27



He la funzlone ¢/ (x/, 11) ha un detivato privito su x, clod

wy(x 0 = 2L (1.4.4)

T

Che 1a funzlone wi (xl, t1) & chiomnte ln denslth unidimensionale dl
probabitith (1 primo ordine) del processo casunle,

Quantith

Wik )dx) = P(x, < x(ty) = x; +
ixy), (14.5)

ruppresents ln probabllith che x (1) via nel pumo temporale di 1= In un

Intervillo e x a x4yl -\
NG

. 2]
Le funzlonl pi(x, 1) o wigx,0) uunuclgf?umucrinuchu statistiche pin
v 1 J

semplicl del processo casunle, Nasi (gﬁulwrlnmm Il processo casuale

sepurmtmente nelle sue sezlon| nelkn[m senza aprire un'interconnessione tr
le sezionl del processo cununhi, ujb}

tra | valori reciproel del processo easuale
in varl pusti temporali, QO

Probabilith ehe x1) non sard PIOXL & 1= 4 non pit x2 @ =14, clod

a0 i) = PIx(1y) = xx(1y) 5 x2), (1.4.6)

& chiamata Mnzione bidimensionale di distribuzione (I secondo ordine), o

wy(xy, 0y (g 4y 0y)
Wiy ) = (o o (14.7)

& chlwmata a donsita bidimensionale o
Quintih

Ha probabilid (il secondo ordine),

ll'l(.\'l.hl.\‘;. [‘)d.\‘;lf.\]
& "(.\'| <N E Ny Na<a(ty 5 Xy 'i')l'.\‘;).

EL]

]

(1.4.8)
& parl alla probabilith che x(1) a r=1, sia nell'intervallo da x; a Xy +dxs, c a 1=t
nell'intervallo da v 0 x; 4+ dys,
Anche n ¢ misurato funzioni di distribuzione ¢ densita di probabilita che sono
applicate molto raramente sono inserite in modo simile,
Tra un insleme di processi casuali hanno particolari caratteristiche notevoli la
speciale classe dei processi casuali chinmati Markov, casuali ai processi per
nome il grande matematico russo A.A. Markov che per la prima volta ha
studinto e che hanno messo le idee principali di utilizzo di tali processi,
Per i processi casuali di Markov, la conoscenza del valore del processo al
momento della 1(k) comprende gia tutte le informazioni sul corso futuro del
processo che possono essere prese solo dal comportamento del processo fino
o questo punto, Nel caso del processo casx@?&i Markov per la definizione
delle caratteristiche probabilistiche del.prbtesso nel punto temporale di rm ¢
sufficiente conoscere le camttcrlwﬁhc probabilistiche per qualsiasi punto
temporale precedente 1k, La c@&ccnm delle carntteristiche probabilistiche
del processo per aliri valn&;ﬂﬁcmpu precedenti, per esempio ., non aggiunge
informazioni neccannricﬁﬁcr trovare x(1,).

Per Markov processo equo
(-"I-‘ﬁ-’f:hfzi m'\'n.tu) -

= “'l(l|o||3!:-1:)W:(lg.lxm-ln)mw:(l.-|-|.-|:!:Jq. (1.4.9)
W (R )Wy (ngdg) oWy (g titemt )

Ciod tutta ln densith di probabilitd del processo di Markov & definita dalla
densith bidimensionale di probabilitd, Cosl, i processi casuali di Markov sono
completamente caratterizzati dalla densitd bidimensionale della probabilita.
In pratica, ad eccezione della distribuzione delle funzioni ¢ della densitd
di probabilit, I'uso ¢ piuttosto pid semplice, anche se meno caratteristiche
totali dei processi casuali simili numeriche le camtteristiche dei processi

casunli simili alle caratteristiche numeriche delle variabili casuali. Trattare tali

29



caratteristiche: media della popolazione, dispersione, quadrato medio del

processo casuale, funzione di correlazione, densitd a spirale ¢ altre.

Media matematica (valore medio) di mx(#} di processo casuale x(1)
quantita di chiamata
m, (1) = M{x(®)} = [*_xw, (x,1)dx, (1.4.10)

dove wl(x,7) densita di probabilitd di processo casuale x(1) del primo ordine.
La media matematica del processo casuale x (1) rappresenta una funzione
non casuale (regolare) del tempo mx(?) su cui sono raggruppati e riguardo alla

quale fluttua tutta la realizzazione di questo processo casuale (Fig. 1.6).

=
%

Fig. 1.6,

Quindi, la media della popolazione & il valore medio del processo
casuale su un insieme (alle medie su insieme, alle medie statistiche) in quanto

rappresenta il valore probabilistico ¢ medio di un insieme infinito di
realizzazione del processo casuale.

Il quadrato medio del processo casuale & chiamato quantita
x2(1) = M[(x())?}] = JZ xw, (x, Odx. (14.11)

Il processo casuale centrale x(1) & una devinzione del processo casuale x(1)
dalla sua media matematica mx():

x(t) = x(t) — m(t). (1.4.12)

La dispersione del processo casuale, & pari alla media della popolazione di un

quadrato del processo casuale allineato:
D, () = M[(x(OF] = [ (x - m, )P wi(x,)dx.  (1.4.13)
La quantitd x2(t), D,(t) e mx(?) ¢ collegato da un rapporto
x2(t) = D, (1) + m2. (1.4.14)

Nella pratica spesso si utilizzano le seguenti caratteristiche statistiche del

processo casuale

x(t) = ,F(:) = /D, +m,_({, (1.4.15)
N

Deviazione quadratica media del pmccss‘._g&g}ualc

6,(1) = ,/1:3\(5)’-.\3 (1.4.16)

La media matematica ¢ b':_.\dlspcrsmnc sono caratteristiche importanti del
processo casuale, ma nog(gﬂ?mo un'idea sufficiente di quale carattere avrd la

realizzazione separata del processo casuale.

Per la caratteristica della struttura intena del processo casuale, cioé per la
contabilizzazione delle comunicazioni tra i valori del processo casuale in vari
punti temporali o, altrimenti, per la contabilizzazione del grado di variabilitd
del processo casuale, viene inserito il concetto di correlazione (auto correlato)

funzione del processo casuale.

Funzione di correlazione del processo casuale x(r) funzione di chiamata non
casuale di due argomenti Rx(r:; 12) che per ogni coppia a caso dei valori scelti
degli argomenti di #; ¢ ¢; ¢ uguale alla media della popolazione del lavoro di

due variabili casuali e delle corrispondenti sezioni del processo casuale:
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Rin)= Mz (1) x(2)] = _U_[xl - mx())e(x2 - mx (2)}e
A(x1,41;x22)dx 1dx2,

(1.4.17)
dove w2 (Xpti; x312) & la densita di probabilita del secondo ordine; (x-mx(1))

- il processo casuale allineato; Mx(?) ¢ la media matematica del processo
casuale,

I processi casuali condividono su: stazionari e non stazionari a seconda
dei cambiamenti delle caratteristiche statistiche.

Stazionario in senso stretto chiamare processo casuale x (1) se le sue
funzioni n-dimensionali di probabilitd in qualsinﬂl n non dipendono dallo
spostamento di tutti i punti di &y, t;..., lungskgsc del tempo su quantita
identica 1, ciog G_,Q/

. 0
Fn (x1,01;x22;...; xntn) = Fn (x1,1] 3@ x212+ 1. xnin+ 1);
wn(xl t1;x202;...; xntn) = un{xi rﬁ t x22+ 1, xnin+ 1), (1.4.18)

Cosl, qui due processi x(r)@%ﬂ-) hanno propriet statistiche identiche per

qualsiasi 1, ciod le caratteristiche statistiche del processo casuale sono
invariabili nel tempo.

Stazionario in senso lato chiamano processo casuale x(1) che la media della
popolazione & costante:

M[x(1)] = mx = const, ( 1 4.19)

¢ la funzione di correlazione dipende solo da una variabile & la differenza degli
argomenti t= ¢/ - 12;

Rx(t) = Rx(tl 11+ v) =M{x(11), x(t1+ o= 171l -mx(t)) = (<1 - mx(11)).

*(x2 - mx (1] + t)x

kY]

w2(xl,x2) dxldx2. (1.4.20)

Per i normali processi casuali coincide un concetto di stazionarieta di senso
largo e stretto. Ad eccezione del valore medio su un insieme x(1) = mx(1) esiste
un valore medio nel tempo di # che viene definito sulla base dell'osservazione
della realizzazione scparata del processo casuale x(#) per un tempo

sufficientemente lungo di 7.
= Ilm—Ix(r)dt. (1.4.21)

se questo limite csiste.

Generalmente valore medio su un set X ¢ valore medio nel tempo X sono
variec. Ma queste quantitd sono identiche t{i.\cosiddclli processi casuali
ergodici: 0$
(-5’0
Fef. (1.4.22)
0‘2‘-
Per i processi di espressione 0e&bdn::n per molte caratteristiche statistiche
diventa notevolmente pil SQE‘FI'CC-
O

< .
Rx (1) = ( 1 .;Lnl%j{;(:)—;} {5t +1)=F)dr,4 .23)
-y
: 1 t o - | = 9
D’l'..“.‘ﬁ_[“('"" {x(r)=%)dt, = (1 . 429)
Dx=Rx (0) = const, ( 1 4 25)
ax=/D, = const ( 1.4.26)

Per le caratteristiche di interrelazione di due processi casuali di x(?) e g(1)

vengono inserite le funzioni di correlazione reciproca Rxg:
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Regli) =M [xt), g02)) =I1fx1 - mxt))gmg(2) o
axltl;g12)dxldg. (1.4.27)

Per i processi ergodici casuali:
T
Rxg(x) =_( 1.4im %Jr{x(r) -3 {glr+1) - F)dr, 28)

dove x(1) e g(t) sono la realizzazione di processi casuali stazionari x(i) e g(1).

Un‘altra caratteristica dei processi casuali € la densita spettrale sx(w), definita
dalla seguente formula:

sa(w)= (TR,(ru'“dr.l 4.29)
; et
0 x(w) = IR,(r)wsmuir—ij,(r)Sé@%n!r=2]R,(r)cosmdr, (1
4.30) &
: &
rispettivamente ?}3
ol
13
Rx ﬁ!.s‘,(m)cosmxzfm,(r}-‘- ( 1 4.31)
Dx=Rx(0)= ( 1% !S,(w)dm,. 4.32)

La densita spettrale reciproca di sxg (w) di due processi casuali x(1) e g(1)
& determinata da una formula:

S = TR o0 : (1.4.33)
rispettivamente

Rxg (1)= T
(r) ( 1. B _[S,'(jm)l"'dm,4.34)

In conclusione di questa sottosezione forniremo alcuni dati di distribuzione

di Poisson che si incontra spesso con la considerazione di sistemi sinergici.

La sequenza degli eventi che si verificano nei punti temporali casuali,
distribuiti in modo continuo su un asse numerico, ¢ detta flusso di eventi. I
flussi degli eventi che rispondono alle seguenti condizioni sono chiamati

Poisson:

1) se (11, 12) e (13, t4) sono intervalli di tempo non bloccati, la probabilita che
si verifichi un qualsiasi numero di eventi durante uno di essi non dipende dal

numero di eventi che si verificano durante un altro;

2) la probabilita di emergere di un evento durante un intervallo di tempo

infinitesimale (1, £ + A 1) ¢ la quantita inﬁnitesin_l{'xlc di un ordine At;
N

3) la probabilita che si verifichi pit di un @Qﬂo durante l'intervallo di tempo
(t, t+ At) & infinitesimale I'ordine massiimb rispetto al At.

La legge di distribuzione d,i-\\]gisson determinata da una formula ¢
caratteristica di un flusso di cv\t?ﬂi di Poisson di X’

O
Ll <
P, =?-l » .m=012.. (I 4.35)
dove i = M[.X)¢ la media matematica del numero di eventi nell'intervallo At=t

=10,

La quantita (v(r) = du/dr 1.4.36) ¢ detta la densita o intensitd media di un

flusso di eventi. Ora in questa sezione passeremo le equazioni differenziali
stocastiche alla considerazione di alcuni importanti sistemi sinergici nei

modelli.

1.4.2. Equazioni differenziali stocastiche
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Equazione stocastica di uno sguardo

ds, (1) = B,(x()dt + T g (30, (1), (1.4.36)
" dom=0, ( 1.4.37)
B (B (1) = Gymet, (1.4.38)

dove x=x(1) & un vettore delle condizioni del sistema (un vettore di coordinate)
con gli elementi xi(1); Bi & un elemento di un vettore delle forze coercitive;
gim & funzione della dipendenza dell'ampiczza delle forze fluttuanti o9, su un

vettore di stati x (1); 8im ¢ il simbolo di Kronecker, si chiama equazione di Ito,

Nel look semplificato I'equazione di Ito prende una forma

ot <
(1) = Ba(x(1). O@/ (1.4.39)

L'equazione di Ito (1.4.36) ¢ collcgnln\fi% nota equazione stocastica di

Fokker - Planck: QQ'
&

0‘2‘
H
l.4.§§:ﬁ,(x)F(x)]+%Z;—a‘|22uﬂhf‘(l).4o)
s g 10 2

dove F(x) & funzione della distribuzione delle probabilith, Q & misura della
quantitd di fluttuazioni,

aF(x)/at = - (

Anche Vequazione di Stratanovich, che risulta dalla considernzione dei
processi a metd di un intervallo, & collegata all'equazione di Ito (0.1, #1);

50 = x0) = [ B ()" = [ B (o), 1), (1.4.41)
H "

In sostanza I'equazione di Stratanovich risulta dall'equazione di Ito quando
viene sostituita: f, =g,.,

1
HI 'Br"z'ﬂ:ﬂl.

i, ; (1.4.42)
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Un caso particolare dell'equazione di Ito & I'equazione di Lanzheven:

Dxlft) = mix(t)dt. i (1.4.43)

L5, Teoria delle matricl

1.5.1. Vettori

All'inizio prenderemo in considernzione un concetto sui vettori ¢ sulle
operazioni su di essi. Un vettore di dimensione di n & chinmato insieme n degli

clementi x/, i=T,n presentato in forma di colonna

(L.5.1)

O
Se il numero x/ & un elemento Th)rc. abbiamo un vettore numerico x se xi ¢
una variabile, abbiamo un (nﬁbrc di variabili se xi =4 sono funzioni, x ¢ una
funzione vettoriale, ece.&

Se per entrare in operazione di trasposizione in sostituzione di una colonna
con linea e per designare il segno di trasposizione ¢ T (a volte), allora un

vettore (1.5.1.) & possibile scrivere in un look minuscolo
PLECY EOF S 8 LT E S (S L (1.5.2)

Su wvettori si effettuano le seguenti opernzioni binarie - addizione
(sottrazione), moltiplicazione.

La somma di due vettori x e y conxi e, § = T,n, registra x + y ed & definito
da un vettore
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o+
x+yn_ xlfyl (’.5-3)
5+,
La differenza si differenzia solo per la sostituzione del segno (+) su (-).

La moltiplicazione per c scalare, cioé su un vettore con un solo clemento, &
un'operazione comunicativa.
ey
cx =xc=| |, (1.54)
crl

Il prodotto scalare di un vettore su un vettore ¢ _En prodotto scalare, ed ¢

cffettuato su una formula 2
((,O
xy) =Y xy,. N (1.5.5)
i=l OQ~
2

Il prodotto scalare dei vettori ha ch"egucnli proprieta:

- commutativitd: (x, y) = que?irs.s a)

- distributivita:

(ty, 2tw) = (x,2) + (x, ) + 6:2) + (. w); (1.5.6 6)

- associativitd: (ex, y) = ¢ (x, ), (x, 0. 012) = (x, y). (1.5.6
c) 3

1 prodotto scalare (x, x) & un quadrato di "lunghezza" di un vettore matceriale

(x.x) =( 1-ix.’=l-r}5 7

I lavoro vettoriale dei vettori x, a & designato [x. 5] 0 xxy & anche uguale a z

vettore ad esso che |a lunghezza di un vettore dj = ¢ uguale

8

|z1=pexy|=lxl-1y] -Sing, (1.5 .8)

dove @ ¢ un angolo tra i vettori x e y, lo stesso vettore di tempo z, x, y forma il
cosiddetto tre di destra (Fig. 1.7), il vettore di z ¢ perpendicolare al piano dei

vettori x, y.

2z

X

0 Px ‘ >
Fig. 1.7.
11 lavoro vettoriale dei vettori ha le .scgucnti propricta:

Lb . . .
commutativita con il segno di ritorno: 0.:\\'

xxy=-(x.y) ; : : \\’é’/ (1.5.9 2)

associativita: (cx) Xy=c(2§§;; (1.5.9
b) distributivita: xx(y Xy+XXZ. (1.5.9
c) ((OQ'

Due vettori di materiale (con elementi di materiale) sono chiamati ortogonali

se il rapporto (x, y) = 0 viene eseguito.

Il concetto importante per i vettori & la norma dei vettori che caratterizza la
dimensione (lunghezza) di un vettore. In » spazio dimensionale valido il
concetto di norma di un vettore, ¢ che ad ogni vettore di X€ R viene messo in
conformitd qualche numero reale non negativo di lIxll, cosi ¢ inserito che per

ogni vettore x, y da Rn ed ogni scalare sono soddisfatte le seguenti condizioni:
l 7 "l'
2.2, |Ixlll = leliixl, ¢ 1 .5 A1)

3. 3. |Ix|l| > 0, se x # 0.
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Ci sono tre tipi di norme vettoriali che rispondono alle condizioni (1.5. 1 1):

- norma "cubica"

llixlll = max [xil, i=1n; i

5.12)

- Norma "eremita” o "sferica”,
2= ;S5 F (0 .5.13)
=l

- norma "ottaedrica"

EEE -};I:.l (1.5.14)

4
v
>

1.5.2. Matrici QG.JQ’

&

Passeremo alla considerazione dcll(?nalrici.

Tabella degli clementi aij, lQ =0‘E$ i=l,m in forma

a a,..4,,
A - ' aﬂ Rn-..a,_

(15.15)

Generalmente 4 Pubd essere un elemento di

una matrice come n
: Sung u
complessi, ¢ variabili o funzioni e

» NIspettivamente ung matrice A sard chiamata

Hlalﬂc p (] *
n

N 4 ,
el caso di una matrice quadrata dj 8i parla di ordine di matric
c.
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A=[af].i=Ln; j=Lm.(l 5.16)

Due matrici sono uguali tra loro, solo nel caso in cui, quando tutti gli
elementi corrispondenti sono uguali, cioé le matrici A sl B sono uguali sc A=B,

aif =aif , (¥ per tutti): ij=i=1in ;

Jj=Lm .
Operazioni su matrici:
Aggiunta di matrici:
A +B = [aij +bij]; (1 5.17)

I1 lavoro di una matrice su uno scalare;

cd = Ac = [caif]; (1 \-,-\ 5.18)
>
moltiplicazione delle matrici: ‘.oq,
O
A-B = [aif] [bki] = [cif] = C. Q\OQ- (1.5.19)

E' ovvio che il numero di cokgf;nsc m di una matrice A deve coincidere con il
numero di lince di una mgﬂEc B. Nel caso in cui quantitd di » di lince di una
matrice A, coincidano con il numero di colonne di una matrice B, allora
avremo una matrice quadrata di C. Generalmente una matrice C rettangolare,

dimensioni di nxm.

La moltiplicazione di una matrice 4 per un vettore x viene effettuata su

una formula

C=dx=[aif] [xi]=[a], ( 1.5.20)
dove la C ¢ vettoriale con gli elementi ¢; = iia,x‘. =1n.
7

Proprieta delle operazioni su matrici:

non commutabilitd (in generale):
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AB#BA;, ( 1.5.21a)
associativita:
(AB)C = A(BC); (1 .5.21b)
distributivita:
A(B + C)=AB+AC. (1.5.21¢)

La trasposizione delle matrici & un‘operazione di sostituzione delle linee con
colonne o al contrario, cioé

4T = [aij]" = [afi]. (15.22)
Prenderemo in considerazione alcuni tipi speciali di matrici,

1. Le matrici simmetriche sono matrici che sodd.i\i[;}m i rapporti
@)

A =4Tg (1) 06@
cioé per tali matrici Q\OQ_
&
D
if = aji ,
aif = aj, Q-?‘

(1.5.23a)

(1.5.23b)
Le matrici simmetriche a&?ﬂcngmo alle matric

i materiali con clementi
materiali,

Se una matrice 4 = [aif] con clementi numerici c

omplessi, allora le matrici
simmetriche chiamano Je matrici Hermite,

(1.5.24)

dove 7¢& un complesso - interfacciato ad 4 una matrice, cioé se gli elementi

Aiajjea,s,p
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A Queste matrici sono chiamate per nome il grande matematico francese

Charles Hermite.ay a, ¥ /5,

A volte invece di A=AT scrivete semplicemente A®,
Le matrici ortogonali di 7 sono tali matrici per le quali
TIT=1, (1.5.25)

dove /& una matrice singola a cui & su unita diagonale e gli altri elementi sono

uguali a zero,

ici unitari i i o di complessi
3.Le matrici unitarie sono un'analogico ortogonale in cas p

matrici, cioé per loro \-/\
Ol1.5.26)
T*r=1, G_,Q/

La matrice dingonale ¢ tale mnlricsghc ha sulla diagonale qualsiasi numero
(almeno uno ¢ diverso da zcm)-tgﬁli altri elementi sono uguali a zero. Sono

designati dingonale, A odg%l?,].
in 527
l§=diag|a,|,= ln, (1.5.27)
dove gli aii sono elementi diagonali.

. ’ bt
5. Quazydiagonal da in una matrice complessa diagonale ¢ una matrice

i i sS4,
rappresentazione materiale piil vicina alla diagonale di una matrice comple

cioé

(1.5.28)
A, = diag, (a,f,).

. o B
su blocchi diagonali 2x2 con elementi [ ].

- w
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che corrispondono ad elementi diagonali di una matrice diagonale con

clementi complessi A = diag(a,  j#), ¢ altri clementi Aq sono pari a zero.
6. 7. Matrici attributive positive ¢ negative determinate.

Le proprieta di definitezza positiva o di definitezza negativa delle matrici sono
proprieti molto importanti per le applicazioni pratiche,

Se la matrice A= [aij] ¢ una matrice simmetrica di materiale ¢ la forma
quadrata di n ordine

0.(x = Z'jln,x.y, >0, (1.5.29)
=

per tutti i non comuni xi, xj, che On(x) é chiamato positivamente certa forma,

€ una matrice di A= [aif] & positivamente certa @cc. Allo stesso modo, se

H Hermite matrice ¢ forma (00
2)
. )
P.(x) “Z.Ih,.r,x; >0, «Q\OQ' (1.5.30)

N

per tutti i complessi non COIB&?;L %/, la forma Pn(x) e una matrice diHe
chiamata positivamente cerlch.

Se le disuguaglianze (1.5.29) ¢ (1.5.30) hanno i segni di ritomo, allora
le forme ¢ le matrici corrispondenti sono chiamate negativamente certe.
Sc i segni in (1.5.29) ¢ (1.5.30) disy

guaglianze lievi, cio¢ uno sguardo
20, allora le forme ¢ Je matrici quadrate

sono chiamate positivamente semi-

certain.
Le forme quadrate On(x) e Pn(x) Possono essere scritte con uno sguardo
0.(x) = x" Ax, (1.5.31a)
3 5.31a
Fo(x)=x"Hx, (1.5.31b
.5.31b)

7. 8. Forma giordana delle matrici.

La forma iniziale giordana di una matrice A & chiamata J che & costituita da
blocchi quasidiagonali con elementi diagonali in forma di valori propri di una
matrice 4 tenendo conto del loro tasso di frequenza e delle loro unita

naddiagonali o sottodiagonali in blocchi:
J=[I,J2,.Jk], (1.5.32)

Per esempio, se A1, A2, A3 possiedono i valori A, frequenze rispettivamente

2,3,1, allora abbiamo

41 0 0
04,
Al 0
J=|o A1 A (l-‘@ﬁ)
A @)
0 4, %@
| N
OQ‘

La forma giordana cnmtt:s"ig la massima riducibilitd delle matrici 4 ad
un aspetto qunsidiagona]::(g\tx?fmsl‘urmnzioni lineari.

Prenderemo in considerazione i concetti sulle norme delle matrici.
La norma di una matrice A & generalmente chiamata il numero reale non
negativo designato da [||A]], & che
llAfl=suplel, - xerxz0, (1 534)
dove sup ¢ il limite superiore di un insieme; [|x|| e [[|Ax| qualsiasi norma
vettoriale.

In questo caso, abbiamo i seguenti tipi di norme delle matrici subordinate

ai relativi standard dei vettori:

a norme "cubiche" di vettori:
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A4 Jit = max (la, 1
,35a)
a norme "ottaedriche” dei vettori:

max =
141B=) gk g nloal (1.5.35b)

a norme “eremitiche” (o sferiche) dei vettori:

A2 = Jp, (1
S35¢)

dove p - il numero massimo caratteristico di una matrice di A4* (o ATA), é

chiamato norma spettrale; -
N
all' - Slat O\;
introduzione assiomatica della norma %é_;ncc coordinata con la norma
vertoriale 1] abbiamo due ulteriori 2 oni di norme
O
IANE= [STa ', Nghha cuclidea
kI 1.5.35
“a Q_?.
dy 8)

<
e IAlL= nm'.;lxla,,-]; (1.5.35¢)

a divensi tipi di norme vekiors lAXI ¢ fIx)) nella

(1.5.32) abbi .
norma di matricj ) amo un'altr

HAll,= max lay . (1.5.35 1)

Norme ||Alls, Al ¢ llAll;,

ch
B ¢ soddisfa i seguenj mpporti sono spesso

I
AL <NAlL < A, (1,5,36 a)
w00
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ANl AllllAlle (1.5.36
b)

Oltre alla trasposizione delle matrici su matrici vengono effettuate
operazioni di indirizzo delle matrici quando si trova la matrice A-/ il ritomo

ad una matrice A, in modo tale che
Ad-1=E=I=ddag(l)}, (1.5.37)

Cio¢ la moltiplicazione della matrice di ritomo per una matrice A di una

singola matrice,

La matrice di ritomo esiste se la determinante di una matrice A non ¢ uguale

a zero, ciod la matrice A non & degenerata |A|#0.

N
Se det A=0, in questo caso la matrice A & @cncmla. ¢ la matrice di ritorno

di A-1 non esiste, \)"o

In questi casi ¢ anche qunq@%n matrice 4 non quadrata, dimensioni
rettangolari di rxm & inserita i{t&msidcmzionc una cosiddetta matrice pseudo-

Q_

ritorno ln A+ designata, ‘Em esiste sempre.
Proprictd della matrice di pseudo-ritorno:

1) la matrice di A+ ha dimensione di nxm se A dimensioni di nxm;

2) lo spazio delle colonne di una matrice di A+ coincide con lo spazio delle
linee di una matrice A ¢ viceversa;

3) lo pseudo-ritorno ad A+ ¢ una matrice A: (A+)* = A;

4) in generale, A4+ #1, ma Ad+= P, dove P ¢ matrice il disegno di
realizzazione sullo spazio delle colonne di una matrice A si soddisfacente
AR=Pg; R & una soluzione ottimale dell'equazione non congiunta di
Ax=b,

Prenderemo in considerazione le caratteristiche delle matrici.
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Le caratteristiche principali delle matrici sono:
il determinante designato o det A o |Al;
fraccia, tr (4) o sp (4)

norma, "A";

rango di una matrice, Rank(A)

autovalore MA); e autovettori di matrici;
raggio spettrale p;

numeri singolari 6(A);

condizionalita numero C{A).
- - - *
Prenderemo in considerazione queste camncri@}\:é delle matrici:
S SRy 4
' .I-Sm le matrici & possibile efféfthare trasformazioni lineari di
similitudine, 1 y{ i
Iﬂldlt-!c, n modo che, se ¢'s e matnice non degenerata di M dello
stesso ordine, come 4, allora Ja t@)nce trasformata

Q_
B=M-1aM, (O
L < (1.538)

ha gli stessi valori, come matrice 4.

L Determinante dellq matrice,

terminante della matrice designata o JAl,
ritomo di 4-/ esista,
La determinante di una matrice Aéu

0 det(A), garantisce che la matrice gj

y guale al volume de| i :
3 ) : paralicl
7 = $pazio misurato, vincolo sui vettorj c Sy

: he coincj i i
i incidono con Je linee di una

(Fig. 1.8).

Fig. 1.8.

I modo pii generale di calcolare 1';\dclcrminnnli attraverso la
decomposizione su aggiunte algebriche, Q}Qsiasi linea o qualsiasi colonna,

per esempio, attraverso l'aggiunta alg‘ibhcgca i-line avrd un aspetto;
O
det A = ail Ail\gﬁﬁ\:iz Ai2 + - + ain Ain, (1.5 39)
?-
dove l'aggiunta ulgcbricad)j ¢ la sottomatrice M determinante 47, il segno
preso <
Aij = (—=1)" det Mij . (1.5.40)
La sottomatrice di Mij é formata dalla cancellazione di / di una linea e j di una
colonna di una matrice A.

E lo schema di calcolo del determinante di una matrice n di un ordine,
permette di ridurre passo dopo passo un ordine di matrici ad un ordine

clementare 2, per calcolare tanto quanto il determinante di ordine elevato.

I determinanti sono utilizzati in molti problemi di algebra lineare, in
particolare per il calcolo della matrice di ritomo e la soluzione del sistema

delle equazioni algebriche.
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Calcolo di A™" attraverso detA viene effettuata su una formula

- adj A
A=z, (1.5.41)

dove adj A & I'aggiunta algebrica di una matrice 4, calcolata sulla (1.5.40).

La soluzione del sistema Ax=b si trova attraverso detA sulla seguente
espressione

= A=l (adiA)b
e » (1.5

42)

o per la regola di Kramer: Jun elemento di un vettore x = A~'p & pariax; =
afy
ey dove

vy

Tl wlg 4

in una matrice 4 sostituire f una

Bj- Q_
((0

2.3, Pren i i i
deremo in considerazione un concetto sulla traccia di una matrice.

@Dl’lnﬂ con b vettore, ricevere una matrice

La somma degli element; diagonali di una matrice Aéc

hiamata traccia di
matrice AsiSpAotr 4, raccia di una

SPA=T0,i=Th (1.5.45)
Proprieta di una traccia di ung Matrice:
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distributivita:
Sp(4+B)=SpA+SpB, (1. 5.46a)
commutativita: Sp(AB)=Sp(BA). (1.5.46b)

3.Rango a matrice.

Il rango di una matrice A ¢ detto rango di dimensione (4) o r{A) uguale al pit
grande ordine di minori di una matrice, diverso da zero, A. I minori sono

determinanti di tutte le sottomatrix di Mij di una matrice A, cioé

rango(A) = r(A) = mgx det M. (1.5.47)

Una proprietd importante di un rango di matrici ¢ la seguente proprieta:

se la matrice T non degenera, allora il rango dq_l;krnatncc TA ¢ uguale al rango
di una matrice A, cioé %Q,

r(TA) = r(A@Q\IctT #0. (1.5.48)

Il rango di una forma quadr@&x,!\x) = xTAsse coincide con un rango di
matrice A, cioé QOQ—

r= (x,Ax) = xTAx, (1.5.49)

quindi il rango delle forme quadrate (x, Ax) rimane al non degenerato x=Ty

trasformazioni.
4. 11 concetto di norme delle matrici & da noi considerato in precedenza.
5. 5. Autovalori e autovalori delle matrici.

Gli autovalori ¢ gli autovettori delle matrici sono una delle caratteristiche pin

importanti delle matrici utilizzate in molti problemi applicati della scienza.

Il numero A ¢ chiamato autovalore di una matrice A con il corrispondente zero

autovettore x se soddisfa l'equazione
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det(A —AI) =0, (1.5.50)
che ¢ I'equazione caratteristica di una matrice 4.

La matrice di un ordine di » ha n autovalori Ai » { = 1,...,n soddisfacente
all'equazione caratteristica (1.5.50).

Le matrici xdell'’  autovelox A soddisfano l'equazione algebrica
Ax=/x. (1.5.51)
Proprieta degli autovalori di una matrice A.
LEA =Ty = SpA, (1.5.52a)
2.[Tih = M. d, = detA. (1.5.52b)
3. Se una matrice 4 ¢ triangolare, allora gli autn\@‘kk:ri Al

coincidono con gli elementi diagonali a/], gJQ)..... e & UNA Matrice A

4. Gli autovalori di una matrice 4"“66110 ugualia A12,A22,.... An2 ¢ ogni
autovettore di una matrice A é yn i :

?.
s
A20= Alx = JAx = }2x,

5. 5. Dipendenza Ii indi
ipendenza lineare e indipendenza dei vettori autogeni di una matrice A.

»ss Al in precisione

vettore di una matrice A2:

Sel i i

: a n.m!nce A non ha awtovalori multipli che n degli autovettori sono

linearmente indipendenti, ciog
- Lox; = CiXpte . topx, = 0 e | =.,

. . o cn . 0’
+0 qualsiasi costante,

dovec,i=
Se per i vettori (x;, i =

T.n) Vespressi
' pressione (1.5, : . )
€ # 0, i vettori di x/ | (1.5.53) viene effettuata in caso di

fearmente sono dipendent,

trasformata di M-1Ax & una matrice diagonale A a cui sulla diagonale ci sono
autovalori di una matrice A
A
MlAx=A= A X
-.' ln
(1.5.54)
Poiché non tutte le matrici hanno » sono autovettori lincarmente

indipendenti, non tutte le matrici di una diagonalita.

In caso di mancanza di » autovalori lincarmente indipendenti di una matrice
A, ciod non tutti gli autovalori sono diversi, la forma pill vicina alla quale &
possibile trasformarsi come una matrice 4 ¢ la forma giordana di una matrice

J (vedi (1.5.33)). \\\;\
@)
6. 6. Raggio spetirale delle matrici. ocg(/

Il raggio spettrale di una 135:: A ¢ chiamato dimensione p, pari al

modulo massimo di auluvuluri\tﬁ\mn matrice A.

p(A) Q@\%}IM- (1.5.55)

Raggio spettrale p ¢ usato come dimensione della norma delle matricy/4|2,

quando ¢& calcolato p matrici di ATA o AnAdn®*,

Il raggio spettrale ¢ spesso utilizzato per la valutazione della convergenza
di varie procedure iterative, ad esempio, alla valutazione della convergenza la
procedura di soluzione coerentemente approssimata del sistema delle

equazioni algebriche
Asse=b, ( ‘ 1 .5 .56)

con metodo di scissione di una matrice A, quando condizione di convergenza

della decisione yg-r:
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plara) = max [} (A~'Ap)| <1, (1.5.57)

dove le matrici 4/, 4250n0 tali che A4 = 4..; ;.
Inoltre, la velocita di convergenza delle iterazioni
Ajegy = Aoy, e = x = %% (1.5.58)
dipende da p(A~'A,).
7. 7. Singolari mumeri di matrici,

Qualsiasi matrice Una dimensione di rom pud essere presentata come il
lavoro di tre matrici speciali:

A=QIQ;, (1.5.59)

NG
dove la QI & una matrice ortogonale della d'l?.né

: ensione mxm, la 02 & una
matrice ortogonale della dimensione nxn.@cmfna matrice X la dimensione mxn
ha anche la speciale forma diagonal

-
28
\)‘ﬂ
"Q.?*
E O ’,
PN D 5.60)
0 i

dove oo, i = T/7, 11 rango di una matrice A

La rappresentazione (1.5.59) & chiamata decomposizione
matrice 4, ¢ i numerj o=

4.

prs singolare di una
T
+T ¢ chiamato numero singolare di una matrice

Utilizzando 1a decomposizione singolare (1.5

i 59
ntomo pud essere calcoluty 5y una formula e e
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A =QI'Q],
(1.5.61)
dove £¥ ¢ una matrice in cui gli elementi diagonali non zero sono uguali
67',i =T,r c altri zero; uguaglianza per le matrici ortogonali QI = Q;' =
Qj, anche e per il Q7 viene utilizzato,

I quadrati dei numeri singolari o sono autovalori di una matrice di ATA quindi

il numero singolare massimo gma: = oi ¢ la norma di una matrice [|A ||scio¢
Omax = /P =IIA []2.

(1.5.62)

8. 8. Numero di condizionalita delle matrici.

N
Il numero di condizionalitd delle mql&m riceve sempre pit applicazioni

in vari problemi scientifici applicati db%c vengono utilizzati vari metodi di

calcolo ¢ algoritmi di caleolo, O
&

Il numero di condiZionalith ¢ uno degli importanti parametri
moltiplicativi delle mntr{g@

1l numero di condizionalith di una matrice A ¢ chiamato quantita
c(A) =0 A N A", (1.5.63)
dove [l & una qualsiasi norma di matrice.

I numeri di condizionalitd ¢ (A} hanno le seguenti propricti:

DefA)=c(A™); (1.5.64
n)
2)c(AB) <c{A) c(B); (1.5.64 b)
He(Alzlzt; (1.5.64 ¢)
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4)clk A} =*4¢[A}. (1.5.64 d)

Utilizzando varie norme di matrici & possibile inserire diversi tipi di
numeri di condizionaliti delle matrici:

1) a norme "cubiche” delle matrici:
CHA}=I| A g™, ¢ 2 -3.65a)
2) a norme "ottacdriche” delle matrici:
CI{AY A I3 gadt3, 1.5.65b)
3) a norme "eremitiche" (a norme "sferiche"):

LCAAY= 14 2 ll-1 112, ¢ 2

5.65¢)
2 el AY=Il Age ey, (1. Oe.é 5.65d)
3.Cn{A)=]| A [JA 1l & 1.5.65¢)
4.C4{A)= - Q-
(AY=Il Apsn A-1y)4. &P (1.5.650)

Secondo le norme d igi, tra i tipi di i
elle maln%_‘i?a itipi di numeri di condizionalita clencati,

n(A},c{A}, Cy{A)e a volte anche il numero

C5(A) = Tkl
min iy * (1.5.65g)

spesso si utilizzano numeri

Per le matrici simmetriche dj C3{d}) e C2{4) coincidono

I numeri di condizionalita di diverso tipo, soddisfano seguenti rapporti
porti:

|
2ClA) S alA) < Cy(A) sy, (1.5.660)

CilA) s fA) <
(1.5.66b) ! C2(A}) .

Cs{A} s cy(a).
(1.5.66¢)

Cosil, il pili piccolo dei numeri di condizionalitd qui riportati ¢, ma da
coordinato con le norme un vettore e matrici il pit piccolo ¢ il numero C2{4}
che & chiamato numero spettrale di condizionalitd delle matrici ¢ ha ricevuto
la maggiore applicazione pratica. Inoltre, se non & previsto, offriamo tale
numero di condizionalitd delle matrici ¢ per comoditd abbassiamo I'indice 2,
cioé C{A}.

Quindi, il numero di condizionalita

o O mascia_ {1..... (A*A)
C2{A)= C(A) e e (A°A) ° (1.5.67)

I numeri di condizionalitd C{A} caratterizzano la vicinanza delle matrici

all'espressivita, cioé fino a quando detA ¢ vicina allo zero.

N

L'ampia applicazione dei numeri di cund@%nnlith ¢ legata anche a quella
circostanza che gli errori di calcolo e l&)ﬁgﬁlzioni delle equazioni, a ¢ inesatti
valori preimpostati di matrici di é@[‘ﬁcicmi o costanti libere, dipende dai

numeri di condizionalita dcllc,@urici.
\a
Quindi per un pmblcnl(x(ﬁ- Ax=b, ad errori in clementi di matrici 4 o un

vettore di b di un errore di decisione sono collegati con errori iniziali i seguenti

rapporti:
11511 118b]|
W < C(A) TR (1.5.68n)
l18x 1l [18All
Fever < C(A) A" (1.5.68b)

1.5.3. Equazioni a matrice

Prenderemo in considerazione alcune equazioni di matrice che sono spesso

utilizzate in compiti con I'uso di metodi di un formalismo di matrice,
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A. Equazione a matrice di Lyapunov.

Alla soluzione delle questioni di stabilita con un cosiddetto secondo 0 metodo
diretto di Lyapunov, molto spesso il compito si riduce alla definizione di
matrice simmetrica positiva certa P soddisfacente alla seguente equazione di
matrice, chiamata dall'equazione come Lyapunov:

ATP+PA =0,

dove Q & anche alcuni, linsieme simmetrico simmetrico matrice

positivamente certa, in quel caso specifico, credere O=le
considerata

l'equazione &

ATP+PA =], (1.5.69)

Il sistema per il quale si definisce la stabilita ha‘l\i;;kaspctln
O

% =dsse, x 0)=x0, (1 . oéo 5. 70)

dove x € Rn - un vettore di stat, \e\OQ.

&
In questo caso, se ¢'¢ una ma 'R?P soddisfacente (1.5.70), allora il sistema
(1571) & asintoticamente syfbile.

B. Equazione a matrice dj Rikkati,

Questa equazione & uniforme delle equazioni di base in un problema di
equazione ottimale del criterio dj qualita del quadrato,

nell'enunciazione generale dei compiti varj brevi cambiamentj ¢ dei sistemni d
= . :

a.na -nnlum, Sono necessari approccj modemi alla teorig del controllo basat
Sul principi sinergici dcll‘auto-organimzinnc dei sistemi

Queste tendenze portano all'ori
sinergica del controllo quale ¢

gine della nuova teorig del controllo ¢ la teoria

Omponente ¢ Ia teoria sinergica del controllo

S8

Ci sono due tipi di equazioni di matrice Rikkati:
1) Matrice differenziale equazioni di Rikkati:
P=-PA-4P+PBR- BTP-Q, (1 5,71)

dove R & richiesta la matrice simmetrica nxn; A, B sono le matrici impostate;
R ¢ positiva e certa matrice; O ¢ non negativa e certa matrice; tutte le matrici

nella (1.5.71) sono fisse o dipendenti dal tempo;
2) equazione di matrice algebrica di Rikkati:
AT + P A-PBR™! BTP = —Q, (1.5.72)

dove P & richiesta una matrice costantemente positiva e certa della dimensione
nxn; altre matrici uguali, come per I'equazione {l}lln matrice differenziale, ma
costanti. O

o :
L'equazione (1.5.72) e (1.5.73) & i{b_g\encrc piuttosto difficile, consentendo

decisioni analitiche solo nei casi/\ m@semplici.

Il modo principale qsl‘ﬁi' soluzione delle equazioni di matrice come
Rikkati questo uso di fnce]odi numerici della soluzione delle equazioni di

matrice con l'uso di computer modemi.
C. Equazione a matrice di Silvestro.

Questa equazione di matrice ¢ I'equazione principale alla soluzione dei
compiti di controllo modale quando viene fornito il range impostato del
sistema chiuso.

La considerazione di questa equazione ¢ anche causata da esigenze della

teoria sinergica del controllo di cui si & detto sopra.
Quindi I'equazione di matrice di Sylvester ha un aspetto

MG - AM = - BH, (1.5.74)
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dove M ¢ richiesta nxn una matrice con coefficienti costanti; 4, B sono le
matrici costanti di dimensioni impostate secondo nxn ¢ nxr; H & ren una
matrice costante; G & una matrice diagonale (quasidiagonale) di un ordine di

n; coppie di matrici (4, B) formano la coppia controllata; coppia (G, H) é
osservata coppia, ciod

U=[B:AB:.....:A“"B].r('U)-r(A Xrae &l .5.75a)

N=[H : HT: wtHPY T e Ny = 1 (1), (1.5.75b)
D. Equazione a matrice di somiglianza.

Queste equazioni di matrice necessarie per la ricerca di una matrice di
autovelox.

E noto che Ia trasformazione della somiglianzb\%ﬁ la matrice M da colonne
sotto forma di propri vettori di qualsias\'sq}’fdtricc A porta ad una matrice

diagonale G = ding [lt i= ].—n]o in b{g?ﬂi autovalori complessi interfacciati
I 4\ i :
Ay, a forma quasidiagonale con bl@z}hi [ R ﬂ1] ciog
OQ. "ﬂi ay

G=M-IAM, MG= A((M. (2.5.76)

Frobenius dj cercare tutte le matrici della X
I metodi della decisione sia analitici,
ben noti dalla letteratura,

permutabile con questa matrice A.

Sia numerici per 'ultimo compito sono

1.6, 1.6, Teoria della stability

WARRSES S SR L

La stabilita ¢ una delle propricta pii importanti di qualsiasi sistema reale
ed esprime la capacita dei sistemi di ritornare allo stato originale dopo la

rimozione delle perturbazioni chiuse.

1.6.1. 1.6.1, Stabilita dei sistemi lineari

La considerazione delle questioni di stabilita dei sistemi viene cffettuata

sulla base dei loro modelli matematici.

A, Stabilita dei sistemi descritti dal differenziale lineare ordinario

equazioni.
Considereremo il differenziale lineare le equazioni di aspetto
N
x = A()x + (1), o3 (1.6.1)

dove x = x(t) € R" & vettore di stati; u{!,?r) ¢ nxn una matrice di cocfficienti;

1) & un vettore - funziona in’&@zmnc del tempo #; k = dx/dt & prima
i O

derivata, N

Se f{1)=0, allora il si{@nu (1.6.1) "¢ un sistema autonomo, altrimenti non

autonomo. Se A(?) ‘e non dipende dal tempo, allora il sistema ‘e fermo.

Considereremo il sistema autonomo stazionario, cioé lasceremo che il siste

abbia un aspetto
X = Ax. (1.6.2)
E noto che il sistema (1.6.2) & stabilita se tutti gli autovalori di una matrice 4

= Cf o : corri i a valori
non hanno parti materiali positive, ¢ divisori elementari corrispondenti

con una parte zero-materiale semplice.

: : i | jone
Quindi, se sono noti gli autovalori che sono alla radice dell'equaz

caralteristica
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det(A = AI) =0, (1.63)
che la definizione di stabilita del sistema (1.6.1) non rappresenta la
complessitd, cioé la stabilita del sistema (1.6.2) richiede anche che
Rel; <0, i=Tn, (1.6 4)
Allo stesso tempo, il sistema sard stabile anche alle radici multiple che

giacciono su un asse immaginario, ma ¢ sufficiente che abbiano dei semplici

divisori elementari, ciog la gabbia corrispondente in una prima forma giordana
di matrice A consisteva di un clemento,

Il sistema (1.6.1) & asintoticamente stabile se viene eseguito
Reli<0, i=Tn, :
vy (1.6.5)

Anche il sistema non autonomo (1.6,1 O
6.1) & gtiibiie all i i
B e ¢ gtijbile alla stabilita del sistema
O
sistemi non llazinmﬂ%
Wt con coeficienti periodici, ciod A(y) &

una matrice con clement pcriod@i)uiltcmu

k= A()x, «OQ‘

Nel caso di

(1.6.6)
ha la soluzione dj un look

x (1) = B(t)e, (1.67)
0,

dove B(1) & una matrice con element| (e

lo \
Gt stewso periodo, come A(); Cdunn

Cosl, in questo caso 1 stabilitA do)

5
i i istemn & defnit daghi sutovalori di una

Senza i1 ealeol degli nutovalor
sl dividono jn olgebrica ¢ frequenza (g

| "
fel computer per In definizione della

sk applicano vari erlter] ol stabllid ehe

aficn) ¢ unche mefod| specinll con I'iso
stabilitd def wistem| lnead,

B. Stabilita dei sistemi descritti differenziale lineare alle equazioni. (stabilita
dei sistemi discreti).

Le equazioni differenziali lineari descrivono i cosiddetti sistemi discreti, ¢

anche i sistemi costruiti su mappe discrete,

In una visione generale il registro delle equazioni differenziali:
x(n+1)=F(nx(n)), (1.6.8)
dove x(n+1) & un vettore con I'attributo x;(n + 1),i = 1 .k; ¢ F(n, x(n)) ¢ un
vettore del Fy(n, x,(n), x3(n) ..., x (n)).

Se inserire la norma euclidea (eremita) di un vettore x(n):

Il x(n) lg=

IE xf ().

o
s
O
che la stabilith in tutta LyapunoyQli qualsiasi decisione §(n) le equazioni

(1.6.8), alle condizioni di lllgv_&?ﬁ E(n0) & formulata come segue,

La decisione &(n) le cqu\ﬁl%ni (1.6.8) si chinma stabilitd se per qualsiasi & >
0, ¢'¢ 8> 0, a seconda di £ ¢ su nO che qualsiasi decisione g(n) per la quale

n = n0 vera disuguaglionza
[lp(n,) = &n )| <8, (1.6.10)
che soddisfin a tutti § valorl di un argomento discreto n2n0 n una condizione
llpn,) = &Mm) < e (1.611)

La declsione &(n) Vequazione differenzinle (1.6.8) ¢ chinmata stabilit
asintoticamente so ¢ stabilitd, ¢ inoltre, ¢'¢ tale numero 1 > 0, che da una

comdizione |[p(n,) = &(n, )| < I, segue

.l.i-'f.', [lp(n) = E(n]| = 0. (1.6.12)
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Consicfercrcmu i sistemi lineari descritti dalle equazioni differenziali
xi = Zfa; ()x(n) + f(n),i = Tk, (1.6.13)
0 in un look a matrice e vettoriale
x(n+1)=A(n)x(n)x(n)+ffn), ( 1.6.14)

dove A(n) & una matrice con gli elementi 8i(n), i=Tk j=TKk ffn) & un

vettore con gli elementi fi(n), i = T k.

fl..r.lstcma (1.6.14) non autonomo non stazionario equazioni differenziali
& stabilita se il sistema & stabilita corrispondente autonomo (uniforme):

x(n+1)=A(n)x(n), (1.6.15)

uesto si ; . o
Questo sistema non stazionario ¢ stabilita quan@:t\unc le sue decisioni sono

limitate e asintoti ili
camente ¢ stabilita quand%:gu te le sue decisioni tendono a

ZET0 A N1 —an, N
o3

Prenderemo i 2 ‘f:
n considerazip:
derazione un gs ma autonomo con coefficienti costanti,

cioé un sistema lineare discrcéc{u?'azianariw

x(n+1)=Ax(n), < ( 1616

dove A = [a.].Gi=TE
[au]. (.i=T1k) &una matrice di coefficientj costanti,

PR ;
stabilita del sistemg (1.6.16) ¢ definita da due condizioni:

. tutti gli autovalorj 3 un
ori A una matrice A
sul modulo non su i
perano ['unita,

IAls;
) (1.6.17
2. agli autovalori i cui :
e T 1 cut moduli song uguali all'unita > bt -
ivisori clementari ¢ " omispondono semplici

: rice 4 (un
dell'autovalore corrispondente) {una forma Jordan con una gabbia

Il sistema (1.6.16) é stabilitd asintoticamente se tutti gli autovalori di una

matrice A, %;, i = 1,k sul modulo ¢'¢ meno unita, cioé
hi<li=Tk (1.6.18)

In questo caso esistono anche vari criteri (algebrici, frequenza, calcolo (al
computer)) che permettono di definire la stabilitd dei sistemi discreti senza
calcolare gli autovalori di una matrice 4 o senza risolvere la comrispondente

equazione caratteristica.

Prenderemo in considerazione solo i criteri algebrici Schur-Kohn e l'opzione

discreta del criterio Gurvits.
11 criterio Schur - Kohn consiste in quanto segue.

=}
Lasciate che il polinomio caratteristico pe%{iﬁ’.lﬁ) abbia un aspetto
det(A—=A) =D(A) = Gol“ﬁl""+...6k_ll+ 6. (1.6.19)

Considereremo un caso mateﬁg{q&amdo tutti i coefficienti di un polinomio

di D(A) sono materiali. N
5P

Poi si calcolano i fntlnriﬁacnninami Schur-Kohn:
Bom Bim
= . .6.20
N |BE,,. Bl e
dove By, By, sono matrici:

IS ety T
B0m=[ bl bo... 0.. 0 ],
Baet i Biorti Dy, ™ by

by by-j. bz bpomer
Bk:m =|0 bk e bk-l s bk-m+1 ’
0 0 0 by

Ciot Am=|B BT — B[ B, (1
6.21)
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dove m=1,k.

I determinanti di Am hanno linee di 2m e colonne di 2m quindi l'input di lavoro
dei loro calcoli aumenta all'aumentare del grado di k.

Il calcolo dei determinanti di Gurvits richiedera un numero molto piil piccolo

di operazioni di calcolo (i determinanti di Gurvits hanno m linee e m colonne),
L'opzione discreta del criterio Gurvits consiste in quanto segue,

Si usa la mappatura conforme del semipiano sinistro delle radici
dell'equazione caratteristica in un unico cerchio (Fig.1.9),

Fig. 1.9,

0‘\
. \s
Tale mappatura viene eﬁ’em&{@ncdiantc trasformazione frazionaria e lineare:
I+w
i i (1.6.21)

Sostituendo in (1 :6.20) riceviamo un po' di polinomio

Dl (w)=alwk+alwk-] +...tak-lwk+ak, (1 6.

dove g ), i =0k, j=o,k.

forma la matrice di Gurvits ma si calcola il coefomeme dli .. i=)i. <l

determinanti come in un caso continuo.

1.6.2. 1.6.2. Stabilita dei sistemi non lineari

Per la definizione della stabiliti dei sisteri mom Fnens esismmp amsix
vari metodi, sia algebrici, sia di frequenza o di caleala.

A. Secondo metodo (diretto) di Lyapunov.

L'applicazione pii grande da metodi di una ricerca di swuibilit £ sam
ricevuta dal secondo o diretto metodo di Lyapunov. Questo metnilo permette
di definire la stabilitd dei sistemi non lineari, senza risolvere le equazioni.

Considereremo l'equazione OV\\’
<&
J'r.-j(.r)._l:tib 623)
NS
dove xeRr; Ffx) ¢ la funzionc,\\-él%rialc liscia non lincare che ha derivati

privati continui su tutti gli r{ﬂa}ucnli in qualche area G: I < ¢ = const.

8)
La stabilita dclln%eclsiunc banale (1.6.23) x (1) = 0, ¢ definita dalle

seguenti condizioni:

il sistema ¢ stabilita se:

1) ¢'¢ una certa funzione Fx);

2) un derivato della funzione V(x) per effetto dell'equazione (1.6.23)
W(x) = dv/ (dr) & segno negativo, ciod

V(x) >0, W( x) <0.

Per la stabilita asintotica di una condizione banale del sistema:

V(x) >0, W(x) <o, (1.6.29)
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L'instabilita di una condizione banale di x = 0 del sistema (1.6.23) pud essere

stabilita alle seguenti condizioni:

1) esiste una qualsiasi funzione continua V(x) che soddisfa una condizione di

no)=0;

2) la derivata della funzione V(x} dovuta al sistema (1.6.23) W(x) & segno
definito (positivo o negativo);

3) in qualsiasi prossimita dell'inizio delle coordinate (x=0) ci sono punti in cui

il segno della funzione V(x) coincide con il segno Wix)=ov/01.
B. Definizione della stabilita dei sistemi al primo approccio.

La stabiliti della decisione banale (1.6.23) pud essere determinata dalle

equazioni del primo approccio quando la parte Qﬁ\m (1.6.23) ¢ linearizzata
nel quartiere di x = 0. Poi riceviamo il sisl:%g,

_ N
x=Asse + (x), OQ— (1.6.25)

dove A = [a;j]é una matrice di

Jakobian, a; = 9F;/ dxi,i O

A
@pnnc lineare, si chiama matrice Jacobi o

+0; @(x) ¢ un vettore di funzioni @i(x) che

b : ‘. Ao
pportano | membri di decomposizione in una riga Taylor di funzione Fix)

sciocchezze iori i i
s0no superiori al primo ordine, soddisfacendo una condizione

He(x)ll
maiiso w0+ (1.6.26)

Il sistema delle equazioni con coefficienti costanﬁ
x=Ax, (1.6.27)

& chiamato il s i
e o il slst-cma del primo approccio per il sistema delle equazioni
-6.25) che & equivalente anche per il sisterna (1.6 23)

Le dichiarazioni song giuste:

1) la soluzione banale del sistema (1.6.25) ¢ asintoticamente la stabilita
attraverso Lyapunov se tutti gli autovalori di una matrice 4 (jakobian) di

sistema (1.6.25) hanno parti di materiale negativo, cioé Red; < 0 (i=1,n);

2) se tra gli autovalori di una matrice A ¢'é¢ almeno una radice con una parte di
materiale positivo, allora la soluzione banale del sistema (1.6.25) &
l'instabilita,

Nel caso in cui tra gli autovalori ci siano matrici 4 ci siano zero o
autovalori puramente immaginari, allora & impossibile giudicare la stabilita o
l'instabilitd della soluzione banale del sistema (1.6.25) sulle equazioni dcl.
primo approccio. In questi casi chiamati stabilitd critica o instabilitd della
decisione banale dipende da una parte non lineare ¢(x), ¢ a seconda di ¢(x) il
sistema (1.6.25) puo essere stabilita o instnbil.i\i‘.i.'

B. Uso dell'equazione di matrice di Lygpihov per una ricerca sulla stabilita

dei sistemi. QQ_

Molto spesso per la selhéionc di problemi di ricerca di stabilita di
sistemi cosi lineari, non li@g'ri come lo strumento conveniente viene utilizzata
I'equazione di matrice di Lyapunov. Allo stesso tempo il compito pud portare
all'equazione di matrice algebrica di Lyapunov, e l'equazione di matrice

differenziale di Lyapunov.

La stabilitA della soluzione banale del sistema (1.6.25) o del
corrispondente sistema lineare (2.6.27) richiede anche abbastanza che
l'equazione di matrice di Lyapunov
ATVAVA=W (1.6.28)

ha avuto una decisione positiva certa V, in qualsiasi matrice positiva certa di

.
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Per fomire il grado di stabilita garantito a > 0, cioé che ReA,(A) < — a
per tutti i i=1,n ¢ nccessario anche che per qualsiasi set di matrice simmetrica

positiva certa di ¥ ci sia una matrice positiva certa di V, soddisfacente per
I'equazione come Lyapunov

-2aV+ATV+VA=-W,
(1.6.29)

Le soluzioni delle equazioni (1.6.28) ¢ (1.6.29) sono chiamate matrici di

funzioni di Lyapunov.,

Prenderemo in considerazione un caso in cui il sistema non & stazionario,
cioé¢
x=A(t)x -
.6.30) ’ 0\&, !
dove A .’o_f(’
ove A(t) & una matrice i cuj elementicdipendono dal tempo di a;=ay(1), i
jaT'—n. Q‘O ij— =i 1h
&
O

P .
Per questo caso ¢ nncggfbsslbilc utilizzare le equazioni di Lyapunov,

La defini iti izi
; finizione positiva ¢ Ia definizione negativa delle matrici per un caso non
stazionario ¢ formulata come segue.,

La funzione conti :
ntinua materiale v(x, 1) =xTV(1)x viene chiamata positivamente

certa se ¢'¢ una costante g > 0, tale che in o

effettuata gni caso t disuguaglianza viene

v(x,t)2u1|x1|>0, (1.6.31)

r 6.

unzione v(x, 1) & chiamata negativamente certa se & a>0,¢che
Iv(x,0| < ~al|x|| <o, (1

ma la

: .6.32)
per niente ¢,
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Il concetto di funzione quadrata di Lyapunov per il sistema (1.6.30) viene

inserito se vengono escguite le seguenti condizioni:
1) c'¢ sicuramente v(x, ) e a > 0, & che
vix,1) < allx||?; (1.6.33)

2) un derivato sul tempo della funzione w(x, 1), v(x, t) per effetto dell'equazione
(1.6.30)

¢ funzione negativamente certa, cioé esiste a > 0, ¢ che
v(x,1) < =allx||* <0. (1.6.34)
Allo stesso tempo, l'esistenza di una funzione quadrata di Lyapunov equivale

a una stabilitd esponenziale del sistema, vale a _:Ilirc che le dichiarazioni sono

corrette: O

<&

1) se per il sistema (1.6.30) c'¢ una fi h}%nc quadrata di Lyapunov di v(x, 1),

¢ sistema uniformemente nsinloﬁ\q}g stabilita;

2) affinché il sistema (I.Qﬂ]) fosse asintoticamente stabile, bastava una

soluzione dcll'cqunzluné’qglln matrice differenziale di Lyapunov

v(1) + AT(OV() + VIOA(Q) = W(D), (1.6.35)
sotto t‘bnnn di matrice positiva certa di (1), in qualsiasi matrice negativa certa
di ().
G. Metodo delle funzioni vettoriali di Lyapunov.

L'ulteriore sviluppo del secondo metodo di Lyapunov nella teoria della
stabilith & stata l'introduzione alla teoria ¢ alla pratica di una ricerca sulla

stabilith dei sistemi di un cosiddetto metodo delle funzioni vettoriali di

Lyapunov (metodo VFL).

n



Necessitd di un uso efficace di questo metodo era il problema di una ricerca
di stabilitd dei difficili sistemi di ordine elevato costituiti da un insieme di

sottosistemi interconnessi tra loro, Questi sistemi, di norma, hanno strutture
gerarchiche,

In una ricerca di tali sistemi, viene utilizzato l'approceio basato sull'uso della

decomposizione dei sottosistemi scparati isolati, l'aggregazione ¢ una ricerca
del sistema nggregato in genermle,

Allo stesso tempo In decomposizione - consiste nella partizione di un sistema
difficile di ordine elevato su un certo numero di sottosistemi, dimensione pin
piccola con I'attribuzione di influenza delle interrelazioni tra di loro, 11
modello matematico di ogni sottosistema ¢ presentato sotto forma di sistemi

delle equazioni, in ognuno dei quall sono nllochw ¢ parti relative a questo
sottosistema ¢ alle interrelazioni, (oo

Lasciate che il sistema difficile l@’r}vrcan in considernzione:
&
‘,g-l-(x.n). (1,6.36)

K
dove "™ & un vettore (i qucnndlzlnnu di misternn; Fx, 1) & unn funzione
vettorinle,

Lasclamo ora che il sistema (1.6.36) possa ensere presentato sotto forma

re descritt daj sistem| delle equazionl,

di insleme dj sottosistemi, talf da exse
tenendo comto delle Jorg interrelazion|

()
& -lr,(x“’,n)+2f:;'ﬂ1(x‘".xm,,), (1 6.37)

dove /=T xR § uy vettore di ung ¢

: ondizione di 1 quel sottosistemn,
Fi(.) & un vettore o funzione delly funzion

¢ di dimensione dj ni, le proprietd

dinamiche proprie ¢
carlterizzan
tdl 4 quel sottosistema, x® u yeconda degli

n

stati variabili solo questo sottosistema; fi(.) ¢ una funzione vettorinle di

interrelazione di un sottosistema di i con altri sottosistemi di j # /.

Cosl, il sistema difficile (1.6.36) & rappresentato come associazione t &
sottosistemi. La decomposizione viene effettuata in modo che le coordinate

(variabili) dei sottosistemi non siano incrociate, ciod ny4ny,... ny=n.

Ci sono due approcei alla decomposizione:

1) la struttura del sistema di dekompozition difficile, per quanto possibile
riflette In struttura reale (approcelo ingegneristico);

2) in caso di forti comunicazioni di parti separate di sistema difficile utilizzare
un approccio  formalistico quando la  scomposizione ¢ effettunta da
raggruppamenti di variabili nelle equazioni tl&&]stcmn (1,6.36) ¢ la riduzione
a vista (1.6.37) con piccoli f;(.). ,—a((/o

Ovvinmente, In decomposizione &Fqncsm sard pid efMicace, rispetto alle
comunicazioni di f(.) sono pl%ﬁ&ﬁull.

Q_‘?‘
Per sistemi lincari dll‘ﬁc\:{(l[l_)
x = A()x, (1.6.38)
In decomposizione sui sottosistemi pud essere presentata nella forma

0 = A OxD + Ljat Ay Ox0 (1.6.39)
jol

In questo caso le interrelazioni dei sottosistemi saranno deboli se le norme
delle matricl di A{/ (1) sono piccole rispetto alle norme delle matrict di 440).
Pertanto ln decomposizione viene effettuata ¢ iterativa, studinndo elementi ¢
blocehl di mutrici di 4t) ¢ A1) (¢ matrici simili o jakobian in sistemi non

ofy o
lineart), trasformando coerentemente le equaziond in uno sguardo quando

A/ sard piccolo o uguale o zero,

n



A volte nei sistemi (1.6.36) allocare piccoli parametri ai derivati ed effettuare

la decomposizione su sottosistemi con scale temporali fortemente differenti
(parti a polispeed) utilizzano ulteriormente un cosiddetto metodo delle
perturbazioni singolari.

Nella fase successiva dopo la decomposizione, all'inizio trascurando le

interrelazioni (f;(.) = 0, A;j(t) = 0) riceveremo i sottosistemi isolati

%@ = F,(x\, 1), (1.6.40)

L'analisi della stabilita di ogni sottosistema isolato (1.6.40) pud esscre

effettuata con il secondo metodo di Lyapunov con l'uso dei risultati classici
sopra descritti.

Per una fase di analisi della stabilita dei sotggﬁ}lcmi isolati, segue la fase
di aggregazione ¢ le associazioni di sollosiigg% in sistemi difficili tenendo

conto delle interrelazioni. Il modo tradi joale e la considerazione congiunta

della famiglia di sottosistemi porta 'lgglsidcrazionc di tutti i sottosistemi con

tutte le interrelazioni al n'pristianaclla multidimensionalita ¢ delle difficolta

che sono state bypassate ncq‘amlisi di dekompozition dei compiti,

Negli ultimi decenni si sono sviluppati intensamente metodi di

aggregazione approssimativi e stimati. [ sottosistemi iniziali sono stati

Sostituiti con sistemi pii semplici, ¢ il modello aggregato di un qualche
' si & rivelato, Se allo stesso tempo si
garantiva che un certo numero di proprieta (per esempio

L]

approccio al sistema reale difficile

. b la stabilita) avvenisse
nel sistema iniziale quando queste proprictd sono di

semplificato, o la divergenza 1 di esse & nei limiti stabi

l'aggregazione ¢ chiamata stima. Nella teoria della stabilita dei sistemi difficili

€ richiesto che dalla stabjiliga del sistema semplificato si richieda la stabilita

(in un certo senso) del sistema iniziale (reale) e che i processi nel sistema
semplifi

sponibili nel sistema

liti ammissibili, allora

iniziale (reale) difficile. I sistemi semplificati che soddisfano tali requisiti sono

chiamati sistemi (o modelli) di confronto.

Uno dei metodi piti sviluppati per la creazione di sistemi scalari di
confronto si basa sull'uso di funzioni di Lyapunov e un metodo di confronto

quando il sistema iniziale (2.6.36) & majorizzato da qualche sistema

y-_- f(y,t), (1.6.41)

tale ch.c positivamente certa funzione v(x, ¢) che il derivato dovuto al sistema
(1.6.36) soddisfa alla disuguaglianza differenziale 0(x,t) < f(u(x,1),t), in

alcune zone
(x1)EG, ( 8 6.42)

-\ .
dove f(*) ¢ materiale, funzione continua, .@e che attraverso ogni punto

1 - e Pmion ot (y_to.\q:f?cquaziuni (confronto) (1.6.42).

In questo caso ¢ dimostrato ch ¢ le propricta di stabilita (1.6.36) sono
definite dalla corrispondente ﬁla\)ilil:l del sistema (1.6.42).

Questo metodo viene é&licalo ai sottosistemi isolati, poi l'insieme delle
funzioni di Lyapunov per i sottosistemi viene utilizzato per la valutazione
della stabilit di tutti i sistemi difficili tenendo conto delle interrelazioni, Una
delle idee principali che hanno portato all'introduzione di un concetto di
funzione vettoriale di Lyapunov come insieme di funzioni "sottosistema” di
Lyapunov consiste in esso. E 'stato per la prima volta offerto il famoso
matematico Richard Bellman nel lavoro del 1962. Quasi nello stesso tempo
un'idea simile & stata pubblicata nel lavoro di V.M. Matrosov in cui si offre di
unire un metodo di funzioni di Lyapunov ¢ la disuguaglianza come Chaplygin,
per ricevere la funzione vettoriale di Lyapunov e il sistema vettoriale di

confronto,
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Inoltre il termine funzione vettoriale di Lyapunov (VFL) & stato
ampiamente incluso in letteratura secondo la teoria della stabilita dei sistemi
difficili, e il metodo VFL ¢é diventato il principale metodo di aggregazione

stimato nei sistemi difficili.

Sulla base della decomposizione, si riceve l'analisi dei sottosistemi e
I'aggregazione stimata per mezzo di VFL metodo molto efficace ad una ricerca

di stabilita di sistemi dinamici difficili di ordine elevato della diversa natura
fisica.

D. La teoria della stabilita basata sulla produzione di entropia.

Gli elementi della teoria della stabiliti enunciati nelle sezioni precedenti
di questo capitolo appartengono alle basi generali g\ella teoria della stabilita,
senza riguardare i sistemi concreti. Ma i cam[Lijc\B'ﬁcreti della scienza hanno
alcune specificita che devono essere qﬁ'ﬁdmle da considerazioni di

questioni di stabilita. I metodi di riccrceﬁclla stabilita nei campi concreti della

scienza hanno portato la storia E\-go\%sidcrato le specificitd degli oggetti di

queste scienze. , %
o

Quindi in termodinamica ci sono teorie specifiche sulla stabilita che

rivedremo brevemente in questa sezione,

La teoria classica della stabilitd dei sistemi termodinamici & la teoria
della stabilita di Gibbs-Dyugem che & definita dalle condizioni:

dp = -—TdiS < 0, (T, V. NR = const);

(1.6.43a)
ds =-Td;S < 0, (T,p,Ng = const); (1.6.43b)
d" = —Td,S =0, {S,p,Nn = CDI‘L“); (|.6.43C)

dove F,G,H sono rispettivamente potenziali di energia libera dj Helmholtz,

energia libera di Gibbs ¢ un'entalpia; T, ¥, NR, p, § sono rispettivamente

tem erat .
peratura, volume, numero di falene, pressione ed entropia. Allo stesso
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tempo l'entalpia di / ¢ la funzione di uno stato determinato da variabili di una

condizione di sistema
H=U+pV, (1 .6.44)
dove U ¢ una variabile di energia del sistema.

In stato di equilibrio il sistema termodinamico deve rimanere stabile per

quanto riguarda eventuali fluttuazioni e perturbazioni dell'ambiente esterno.

La teoria classica di Gibbs-Dyugem considera la stabilitd di una
condizione di equilibrio del sistema termodinamico. In questa teoria si
sostiene che lo stato di equilibrio ¢ stabile contro qualsiasi perturbazione se
porta alla riduzione dell'entropia del sistema. Lo stato di equilibrio & stabile
contro le fluttuazioni se anche 'entropia allo s@u tempo diminuisce, cioé la

fluttuazione si estingue. ((/0

P ¥ :
Considereremo per il sistcn\za_\}olam tipi di stabilita del sistema

termodinamico, da una posizionaagln teoria classica di Gibbs - Dyugem.
Stabilita termica. OQF.
Siconsiderala  fluttuazione della temperatura di Tin alcuni sistemi isolati.

Le condizioni di stabilita termica dello stato di equilibrio hanno un

aspetto

1526 = — Cv(3T) <0, (1.6.45)

2

dove 528 ¢ il secondo componente in decomposizione dell'entropia nella serie

di potenza di Taylor
S =Sy + 85 + 18°S + +; (1.6.46)

. . -4 ; i .
cv ¢ la capacita termica molare nel volume considerato costante dell'ambiente;

OT ¢ la piccola variazione di temperatura in volume di (Fig. 1.10).
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A partire dalla (2.6.45) & richiesto uncy >0 che viene effettuato in quanto
la capacitd termica a volume costante ¢ positiva,

% AU
1V

Fig. 1.10.

AU ¢ la perturbazione dell'energia da una parte ¥/ ad un'altra V2 , causando
cambiamenti di temperatura ad una dimensione 5T,

Stabilita meccanica.

Considereremo la resistenza del sistema termodinamico alle fluttuazioni di
volume di un sottosistema al rimanente numero in&ariabile di falene di N, 1l
sistema diviso in due parti (fig. 1.10) & cmmiﬁs&\ﬁ), ma qui si suppone che
nelle parti V7 e V2 si verifichino piccol\c)éﬁ-iazioni di volume 8y, ¢ dy,.
L'intero volume del sistema non camhb%uindi by, = dy,= By.

In questo caso, le condizioni di sl{gmlﬁ assumono una forma

&
2 1 By
R %2 <0, (1.647)

d e
ove V' ¢ qualsiasi volume ¢ V1.V = V; Ry ¢ la compressibilita isotermica

del coeffici =—(l/,)d i
iciente Ry ( /v) v/dp - T¢& considerata costante T=const.

Il rapporto (1,6,47) & €quo a gr> 0 che viene effettuato,

In i il si : :
caso di xr <0, il sistema si trova in uno stato instabile di non equilibrio.

Resistenza alle fluttuazioni del numero dj muffe

Le fluttuazioni i i di
: nf dfl n.umcm di moli di vari componenti del sistema sono
ausate da reazioni chimiche e dai fenomeni dj diffusione

Stabilita chimica,
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Le fluttuazioni nello stesso tempo sono definite come fluttuazioni del grado
di completezza della reazione £ per quanto riguarda i loro valori di equilibrio.

Allo stesso tempo si suppone anche T'=const.

In questo caso, la condizione di stabilitd assume una forma
1o2g 1 dA 2
28 5—21-(4;)-(55) <0, (1.6.48)
dove 4, la cosiddetta affinita:
A=/ duv,  (1.649)

(dA/dE) ¢ un valore in stato di equilibrio.

Nel corso di diverse reazioni di una condizione _(Q.GAS) diventa complicato:
N
1 e 1 " %
388 =T (‘%)osgisgj < oé,oO (1.6.50)

Resistenza alle fluttuazioni, cau.r.gg_‘&ﬂa diffusione.

A
Le fluttuazioni sono pog‘nbili anche a causa dello scambio di sostanze

tra le parti del sistema. QOQ-

Condizioni di stabilitd di uno stato di equilibrio si presenta nella

seguente forma

e d M
88 = - %j; (Ej—T'l)SNl SN; <0, (1.6.51)

dove My; = -T- (ds / le) & il potenziale chimico in volume di V,, SN;, SN;
sono variazioni di numero di moli in volumidi V, eV,.

Cosi, la condizione genecrale di resistenza di uno stato di equilibrio alle
fluttuazioni termiche, alle fluttuazioni di volume e anche alle fluttuazioni del
numero di moli causati dalle reazioni chimiche e dalla diffusione & espressa

dal seguente rapporto:
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2 Cy(AT) 1 (&V) 1M

(1.6.52)

dove il cv 4t sistema & Ja capacitd termica con qualsiasi capacitd di V ¢
potenziale chimico di A,

l
:li i La teoria considerata della stabilita di Gibbs-Dyugem & equa solo a certe
i ' condizioni, per esempio T=const. Da questa lacuna & libero l'approccio
| generale alla stabilitd dei sistemi termodinamici basati sulla produzione di

L entropia che pud essere utilizzato anche per 'analisi della stabilita dei sistemi
senza equilibrio,

Stabilita del sistemi termodinamici sulla base della produzione di entropia.

Quindi, il compito di definire la stabilita @Qhase della ricezione di
espressione per la produzione di entropia, ¢pusata da fluttuazioni, ¢ fissato.
Ovviamente, il sistema sard stabile co&;(b?

| produzione di entropia & ncgalivn.\,)ul&

¢ fluttuazioni se la corrispondente

% Be.
QOQ' AS <0, (1.6.53)

L'espressione generale della produzione di entropia assume una forma

§ dx
| %;T‘Ean':,;ﬁZanlu. (1.6.54)

" d
dove Fy ¢ la forza termodinamica; —;5 = Jy, - un flusso termodinamico.

Le forze termodinamiche sorgono a causa della non uniformita di

| '7 tempemtura, pressione o potenziale chimico, Se per designare nttraverso [ ¢

attraverso F secondo uno stato dj equilibrio ¢ uno stato a ca

usa di fluttuazione
f allora abbiamo 4

¥
8= [ dS = [' T, F, dx,. (1.6.55)

All'inizio considereremo Ia stabilit di uno stato dj equilibrio

|

Allora, l'avremo:

1) per la stabilitd chimica:

= (2A) s
AS = (0:)0 =<0, (1 6.56)

0 in un caso £ - reazioni chimiche
1 ,0A
AS = Eﬁﬁ(a—;,’)ﬂﬁaﬁj <0; (1.6.57)

2) per la stabilita termica:

AiS=—%§-°-@-?-:<O; (1 6.58)
3)in generale: \_} AS =
F Cv(ST? 1| (V) ON,SN
| m..axk=-—v%l-;,-%-z%(§§r$)__;.:< 0,(1659)
o nelle denominazioni 628 che nbh@nu:
PN
5 L R 6.60
%5’ ni‘T—zk FyoJ, > 0. (1.6.60)
O

Queste equazioni scgucﬁm come caso speciale dalla teoria generale della
stabilitd di Lyapunov.

Considereremo ora la stabilita degli stati stazionari senza equilibrio.

Gli stati stazionari in modalitd lineare sono stati con valori estremi di

produzione di entropia.

Si esegue il quasi equilibrio in modalitd lineare in rapporti di sistema

costanti:
p=dS/dt>0, (1.6.61)
2= ;’,z“(g—’:‘:)ulu, <0, (1.6.62)
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dove 8, 8; sono variabili:

& = LiLu(A/T), (1.6.63)

Ly; & il coefTiciente delle cosiddette equazioni fenomenologiche che collegano
le velocita di reazione 3, e A;/T.

A A

b =LyF+Lp3, (1.6.64a)
A

§=Ly 3+l (1.6.64b)

Le condizioni (1.6.61) e (1.6.62) garantiscono la stabilita dello stato di non
equilibrio in modalita lineare vicino all'equilibrio e rendono le condizioni di
stabilita in tutto il Lyapunov.

g . - 4
Stabilita dei sistemi lontani dal!'eqm’h‘briéé\’

I sistemi soggetti ad un flusso di ct@(g e di sostanza possono passare
negli stati lontani dall'equilibrio tem@mico, in "modalita non lineare”.
&

Nel modo non lineare i @si termodinamici di ;4 nos Sono funzioni
lineari delle forze t:rmodingzm%lc di Fd . Nei sistemi non lineari (non lineari)
come risultato di fluttuazioni o altre piccole perturbazioni ¢’ una transizione

da uno stato di instabiliti ad uno di possibili nuovi stati. Questi nuovi stati
possono essere altamente organizzati,

Per gli stati stazionari non di equilibrio il modo pit generale di una

ricerca di stabilita & l'uso del secondo metodo di Lyapunov che ¢ considerato
da noi nelle sezioni precedenti di questo capitolo.

Allo stesso tempo le equazioni del sistema possono essere scritte in un
look consueto, o in derivati privati se xi dipende non solo dal tempo, ma anche
dalle coordinate spaziali, o da altre variabili correlate. E in questo caso anche
le condizioni di stabilith de sistema termodinamico sono definite dalle
condizioni;

B2

L(x) >0,L(x) <0, (1.6.65)

dove L(x) ¢ la funzione di Lyapunov. Ma nel caso in cui le variabili xi (1) siano
funzioni di coordinate (per esempio, nei sistemi di nonequilibrium ¢ la
concentrazione delle componenti nk), L(x) é chiamata funzionalita di

Lyapunov.

La condizione di stabilita di nessuno stato stazionario di equilibrio con l'uso

di funzionalita di Lyapunov di L=-625 ha un aspetto

S _ ¥ 5, 61, > 0 1.6.66
= = ZikBF 81 > 0. (1.6.66)

d
dt
Questa condizione ¢ una condizione di stabilita sufficiente, ma necessaria,

cioé se (1.6.65) non viene realizzata, che il sislima pud essere instabile, allo

stesso O\;\, tempo
¥, 6F, a{,ggpo,
c¢'é una condizione necessaria, ma&ﬁ~ sufficiente di instabilita del sistema.

A

Per i sistemi lcrmodinq‘n}ci pud essere utilizzato anche il metodo di

approccio lineare con ilqﬁlodo di Lyapunov.

1.7. Frattali
A. Frattali.

I frattali sono un concetto nuovo, introdotto nella scienza da Benoit
Mandelbrot alla fine degli anni Sessanta del XX secolo. I frattali sono le
complesse strutture geometriche che hanno "autosimilarita” e sono descritte

da una dimensione non integrale.

B. Mandelbrot ha definito un frattale un insieme per il quale la

dimensione del suo HausdorfT ¢ piti topologica:
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&> (1.7.1)

Definiremo la dimensione topologica ¢ topologica di HausdorfT.

La dimensione topologica dy & la dimensione di oggetti geometrici nel
senso usuale quando, ad un insieme di calcolo (uno o pitl punti) attribuiscono
la dimensione zero, alle rette alle rette e alle curve ¢ la dimensione uno dr =
1, alle superfici hanno dimensione a dT' =2, i volumi hanno dimensione di dT
=3, ecc. Intuitivamente non sempre si dispone a mangiare, per esempio, curve
singole in qualche superficie, e ci sono curve che sono quasi a coprirc una
superficie e queste curve in una metrica abituale hanno dimensioni identiche
di dT= 1 (Fig. 1.11)

r ]

Fig. 1.11.

Per la valutazione del grado di complessita degli oggetti geometrici o per la
caratteristica del grado di complessitd delle traiettorie delle particelle nello
spazio delle fasi ¢. Hausdorff ha inserito una nuova misura o la dimensione
HausdorfT di dH (a volte chiamata dimensione Bezikovich - Hausdorff ) come
segue.

Alcuni set quali punti sono spediti in spazi di qualche dimensione di dT &
considerato. Questo insieme diventa coperto da n cubi misurati, densamente
imballati. Kubes si impegna cosi tanto quanti set tutti considerati (Fig. 1.12)

sono necessari per una loro copertura.

B4

Fig. 1.12.

Designeremo la parte di un cubo attraverso r e il numero di cubi a cui un punto

di un set attraverso N(r} ottiene almeno un punki
NG
Allora la dimensione di Hausdorff dell'insic@%considcrnm ¢ uguale

d" = Ii Inmod .
r

GG

(1.7.2) ,§b
o¥
E facile calcolare d che(gé} un pezzo di curva diretta o liscia dy = dp = le

per una parte del dy = dr = 2 piano, ecc., cio& per le occorrenze abituali e

quotidiane di un HausdorfT ¢ le dimensioni topologiche coincidono.
Prenderemo in considerazione altri casi quando dy # dy,dy > dr.
Un esempio classico ¢ la cosiddetta curva di Koch.

La curva risulta come segue. Il pezzo di lunghezza singola intraprende & diviso
in tre ed & gettato fuori da quel 1/3 una parte nel mezzo. Insieme un pezzo

medio due parti (lunghezza su 1/3 ogni) un triangolo equilatero sono in
costruzione.

Cosl, ci saranno quattro collegamenti di 13 di lunghezza ciascuno, cosi,

che la lunghezza totale di una linea spezzata sara di 43.
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Fig. 1.13.

Con ognuno dei quattro pezzi della linea spezzata formata arriviamo allo
stesso modo, cio¢ lanciamo la terza parte al centro e costruiamo su una linca

spezzata da due maglic. Continuiamo questa operazione sempre piil spesso

1 ]
ccc. Dopo molte iterazioni la linca spezzata diventerd molto tortuosa (Fig.
1.13). In un limite a un numero di passi infinitamente maggiore riceviamo
una curva differenziabile continua da nessuna parte.

Su un numero # /a lunghezza di un passo di un
uguale @)
5
= (1/08 (1.7.3)

o di una linea spezzata ¢

Questi pezzi giocano anche un r@ di "cubi" che coprono la curva di Koch

formata. Anche il numero dj(@?s‘"cubi“ ¢ appena contato:
N(r,) = 4", (1.7.4)
da qui, la dimensione di HausdorfT di una curva di Koch:

dy =1,4/1,3 = 1.26. (1.7.5)

Quindi dy > dy, -

Il secondo esempio classico, & un esempio di un set Cantor, Questo sct &

chiamato in onore del grande matematico tedesco George Kantor che lo apri

nel 1883, Questo set gioca un ruolo importante nell

s a moderna dinamica non
lineare,

Il set Cantor & in costruzione come segue (Fig. 1.14);
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Fig. 1.14,

Media salta fuori da un singolo pezzo 1/3 parte. Inoltre trattiamo passo dopo
passo ciascuno dei due pezzi formati, ecc. Cosa, rimane da un pezzo dopo un
numero infinito di passi ¢ fa un set di Cantor. La lunghezza dei pezzi che

vengono buttati fuori 5h é uguale
1=13+20+427+ =1, (l.7-._tki)
Quindi, la "lunghezza" totale del set Camor@insto ¢ pari a zero e quindi, per
lui d7'= 0. Tuttavia la dimensione di l-lgl‘?dorﬂ' di un set Cantor sard uguale
Lo
= ; 1.7.7)
d" = .l:]- 3&@92 oy T.E.d" > dT (

Per un classico esempio dBQ&imcnto browniano sul pianody =2 > dr = 1.

Cosl, Mandelbrot ha determinato da un frattale un insieme che ha una
dimensione HausdorfT pii topologica (1.7.1), dy > dr.
Cosl tutti gli esempi classici rivisti sono esempi di frattali. Esempi con il
movimento browniano anche la condizione (1.7.1) ¢ soddisfatta anche se la
dimensione dH ¢ intera. Quindi la definizione di un frattale come insiemi di
dimensione frazionaria in senso stretto non & sempre corretta, cioé & possibile
inserire la specificazione nella (1.7.1) in uno sguardo, frattali ¢ tali insiemi che

soddisfano ad un rapporto:
dr > d" < d'r + 1, “.7.8)

dove dT ¢ la dimensione topologica di un insieme geometrico.
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I frattali si dividono su regolare (come la curva di Koch, un set di Cantor .

ccc.) e stocastico (come una traicttoria di movimento browniano).

Il merito principale nello sviluppo della geometria frattale appartiene a Benoit
Mandelbrot. Cosi, ha inserito un concetto sui frattali e la geometria frattale
nella scienza a B. Mandelbrot. Ringraziando prima di tutto i suoi lavori in
molti campi della scienza un concetto di frattali hanno ricevuto ampia

attenzione ¢ applicazione nella descrizione di vari fenomeni e strutture che
mostrano proprietd caotiche.

B. Dimensioni frattali.

Esistono vari tipi di dimensioni frattali. Il dato tipo di dimensione

secondo Hausdorff ¢ pil alto di & di solito _c_l\liamalo dimensione del
condensatore., Oé\,

Altri esempi di insiemi per i quali ¢ poq‘;:cBilc calcolare la dimensione del

condensatore di d{ , salvo quanto soQ@ riportato gli insiemi che nascono alla

mappa a “ferro di cavallo” ¢ la u?h:}'ormazionc di "panetticre”,

La mappa a ferro di cava{@e la trasformazione del formaio ci sono state
considerate nel rapporto dell'anno scorso, ¢ rappresentano gli esempi pit

semplici di processi dinamici iterativi sul piano che portano alla perdita di
informazioni ¢ proprieta frattali.
Il calcolo della dimensione frattale del condensatore & fatto per la mappa a

ferro di cavallo come viene calcolato negli esempi precedenti di una curva di
Koch e altri.

Secondo la (1.7.2) riceviamo

)
Injr|

fgws=e1, (1.7.9)

dove r & il parametro di compressione, 0< r <l/2 ;

Per la trasformazione della dimensione del condensatore "baker

In2
dy = o+ 1, (1.7.10)

dove A ¢ il parametro di trasformazione, |A|>2.

Anche se ln determinazione della dimensione frattale del condensatore &

semplice

interpretazione come la misura ¢ una misurm geometrica di un cubo o di unn
sfera di copertura di un oggetto gecometrico abituale, ma ha alcune lacune: in
primo luogo, legata alla geometricitd, ciod non considera la frequenza con cui
In traicttoria visita un elemento di copertura (a strutture caotiche), in secondo
luogo, il calcolo degli ipercubi che formano le coperture di st di cubi nello
spazio delle fosi richiede spese di calcolo QJlu clevate. Ma in realid, la
determinazione della dimensione fmttaICé/ER I'aiuto, per esempio di metodi
numerici, non ¢ mai fatta su un in&fh‘? infinito (numero molto grande di
iterazioni), ¢ il numero dei punti Qﬂv\brli ¢ limitato a qualche dimensione NO .
Quindi per il numero finale Qi})unll ¢'¢ sempre il numero minimo di rmin
dietro il quale alla riduz&dig- la quantith N(rn) cessa di variare, raggiungendo
un certo valore N,

Pertanto, ad eccezione della dimensione del condensatore di ¢ ci sono anche
tipi alternativi di dimensioni frattali che danno risultati numerici piuttosto

vicini I'uno all'altro e alla dimensione del condensatore.
La dimensione di puntamento viene inserita come segue.

Si considera la traiettoria nello spazio delle fasi in un lungo intervallo di

tempo (Fig. 1.15).
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Fig. 1.15.

La selezione dei punti é fatta per ricevere un numero piuttosto grande di punti
rappresentativi su una traiettoria, piii avanti intomo ad un punto su una
traiettoria viene descritta la sfera di raggio di r (0 un cubo con bordo r) ¢ viene
contato il numero di punti selettivi di N() che hanno ottenuto in un cubo (o

sfere). La probabilita che il punto selettivo appaie/-hella sfera, ¢ determinata

da una formula: ®)
&
p) =2 Oq.° (1.7.11)

dove N0 ¢ il numero totale di pu@clctﬁvi d.
La dimensione di punmmenlgﬁ:signala da dp si trova nei seguenti rapporti:

— i, aP(rx;)
dp = lim =522, (1.7.12)

=0

dove x; = x(t;) ¢ il valore di un vettore x coordinate di fase nel punto

temporale di 4 (0 7 in un caso discreto); p(r. xi) ¢ la probabilita, il fatto che la
traicttoria nell'intervallo di tempo Ati _psara & nella sfera di raggio di r —0.

Per alcuni attrattori questa definizione non dipende dal punto xi. Ma per molti

attrattori di dp dipende da x;Pertanto, utilizzare la dimensione media della
puntinatura.

Per ricevere la dimensione media di punti, scegliere in modo casuale un

insieme di punti di M<NO ¢ in ogni suo punto calcolare dp (), ulteriormente

calcolato d, =
~TM, d, (x). (1.7.13)

A volte probabilita medie P(r,x;). A questo scopo il sottoinsieme casuale

esce dai punti M situati intorno a un attrattore (M<< N,). Poi supponendo,

lri__ngﬁ).‘.?llp(r.xi) =ark,

avere

1
dpulim A0, (1.7.14)
n

di solito, N, = 10° + 10°, M = 10? + 10 X

§' - .

Diverso modo di calcolo della dimengidne frattale di punto di calcolo
della dimensione frattale media su sferﬁs?gginle (o cubi di dimensione) spazio
di fase contenente la stessa quanl‘igﬁfcr esempio alcuni punti N). Scegliendo

vari xi di riferimento (i centri é‘gﬁl i), calcola (N) prendere ai punti:
o
OHN) =10 (V). (1.7.15)

Dimensioni di correlazione definite come segue. Bene quando si determina

la traicttoria di base continua campionata, cioé sostituita con un insieme da N
punti {xi} spazio. Distanza tra le coppie Si j = lxile, utilizzando sia la distanza

di misura euclidea abituale, sia il vettore di norma di altra forma |||.|||.
Funzione di correlazione definita

R(r) = lim 21 (MG ): S <), (1.7.16)

dove M(i,j & il numero di punti di coppia (x;x;), per il quale Sif = |x—x|| <

I.
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Per molti attrattori
Al_n; R(r) = ard,
dovuto determinato dalla formula:

o 3z InRfr)
D'lel.!?—lm . (1.7.17)

Ma R(r) puo essere pit efficace a sfera (o cubo) descritto intorno ad ogni punto
xi, cioé calcolato

R@ = lim ST EN M (r— [l = x). (1.7.18)
dove M(*) =1 a (-)>0, M(-) =0, a (-)<0.

La dimensione frattale dell'informazione procede in modo simile alla
dimensione frattale del condensatore (hausdo ,,ma tenendo conto della
frequenza con cui la traiettoria arriva ad un e]@&ntﬂ di copertura & la sfera (o
un cubo). Anche qui l'insieme dei punti ha?a dimensione frattale deve essere
definita diventa coperto da N sfere 0«@1 con un raggio o un bordo di r. A sua

e ; i Tt
volta l'insieme dei punti & consuébra!n come un campionamento uniforme di
una traiettoria continua. OQ‘

<

Per il calcolo delle informazioni dimcﬁsione frattale c'¢ un numero di

punti di ; in cui di N celle di una copertura e si stima la probabilita di p
trovare { punti in una cella:

Pl % %'Eﬁl Pi - ]l
(1.7.19)

dove NO ¢ il numero totale dj punti in un insieme.

E noto che lentropia  dellinformazione & sull'espressione:
I =

—_yN
Zis PiIn P, (1.7.20)
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al piccolo r: I, = d;In(1/r),
quindi la dimensione frattale dell'informazione ¢ determinata da una formula:

—_1 L(Q__ . Il'ilul'..
d'_kr%m(f)"].w{}_ln: ’ (1.7.21)

Generalmente il rapporto tra informazioni e dimensioni del condensatore &

soddisfatto della disuguaglianza:
dl <dH. (1.7.22)

C'¢ un altro tipo di dimensione frattale che viene inserita sulla base degli
indicatori di Lyapunov ed & designata da dA quindi & possibile chiamare la

dimensione frattale di Lyapunov.

' X ;
E noto che gli indicatori di Lyapunov cam{&-nmno la velocita della loro
corsa I'uno dall'altro, e per le traicttorie %’en da un attrattore ¢ la velocita del

loro approccio ad un attrattore. Q_\b
O

Se ia sono gli indic@# di Lyapunov, allora quando si
razionalizza OQ—?\ M2 A2 2> ALy
(1.7.23) <

¢ Ay € un indicatore tale che

&
ZA;, >0,

che la dimensione frattale di Lyapunov & inserita in una formula:

p— 1
4 = kT, (1.7.24)

I seguenti stati tra le varie dimensioni frattali sono equi:
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(1.7.250) dy <
dy. (1.7.25b)

In molti casi per attrattori standard (noti) strani tutti i valori di diversi tipi di

dimensioni frattali sono molto vicini.

Ad esempio, in caso di trasformazione del panettiere, si stabilisce che

I}

d[ - du- < d" =1+ Yy

(1.7.26)

Nella conclusione di questa sezione noteremo che tutte le dimensioni

frattali degli attrattori standard strani (caotici) numeri non integrali, oltretutto

numeri irrazionali.
-\
| &
B. Frattali e caos. (e)

Il caos o i movimenti caotici (suagbaltmlton) in sostanza hanno una
struttura frattale come traiettorie nc}\legruttum caotica di uno stocastico.

La geometria frattale ncl[%afnnmica non lineare ¢ applicata in due scopi:
o)

1. per la determinazione dglla stranezza degli attrattori (casualita);

2. per la misura della dimensione frattale.

Nei calcoli numerici e negli esperimenti fisici si definiscono la
dimensione frattale e gli indicatori di Lyapunov, campionando un oggetto e

segnalando la sequenza di punti equidistanti (nel tempo) ed claborando i dati
ottenuti al computer.

Sono noti tre metodi principali:
1) campionamenti temporanei di variabili nello spazio di fase;
2) calcolo della dimensione frattale delle mappe di Poincare;
3) creazione di uno spazio pseudofase su misure di una variabile.
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Le variabili sono misurate nel primo ¢ nel terzo metodo attraverso
periodi identici { x(10+7Tn) } dove n é un numero intero, un intervallo di tempo
di T é scelto in modo che egli abbia fatto una certa quota del periodo della
forza forzata. Nel caso del secondo metodo e se la mappa di Poincare viene
eseguita in tempo, allora T & il periodo delle traiettorie. Se la mappa di
Poincare viene eseguita su qualsiasi altra variabile nello spazio di fase, allora
i dati corrispondono a vari punti temporali, a seconda della mappa di Poincare

scelta.

Nella maggior parte dei casi, al calcolo della dimensione frattale,
vengono utilizzati da alcune migliaia a decine di migliaia di punti. Gli
algoritmi diretti per il calcolo della dimensione frattale su NO ai punti

contengono N2 delle operazioni e della richiesujli calcoli dei supercomputer.

*Quando si utilizzano programmi special\ib@bassare solo le operazioni a N

InNNO. 0%

<
I valori delle dimensioni fmnla@gi diversi tipi di strani attrattori standard

sono riportati nella scgucnlé_fibclla.

@)
Tabella 1.1 <
NoNo | Nome del sistema Tipo di dimensione Dimensione
1. 11 sistema di Lorentz | Condensatore d,, 2.0610.01
Correlazione dg 2.05+0.01
Lyapunov dy, 2.07
2, Il sistema di Ryossler | Lyapunov dy. 2.01
3. Mappa di Henon (a = | Condensatore d,, 1.26
14;5=0.3) Correlazione dg 1.21£0.01
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Mappa logistica

Circuito (sistema) di
Chua

Lyapunov d;,

Condensatore d,,

Correlazione dy

Lyapunov dy,

1.26

0.538
0.5004 0.005

2.82

o)
o“—‘Q'
&
RS
3
a¥
O
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CAPITOLO 2. TEORIA DEI SISTEMI DINAMICI

Le basi della moderna teoria dei sistemi dinamici sono state sviluppate
dal grande matematico francese Henri Poincare. La teoria dei sistemi dinamici
studia i tipi di comportamento dinamico dei sistemi descritti dalle difficili
equazioni non lincari. La teoria dei sistemi dinamici ¢ una disciplina
matematica fondamentale, strettamente connessa con molti campi della
matematica. Concetti, metodi e presentazioni della teoria dei sistemi dinamici
stimolano fortemente le ricerche in molti altri rami della scienza, inoltre porta
all'emergere di nuove direzioni delle scienze, cosi per esempio la dinamica
applicata, la dinamica non lineare o la teoria del Caos. La teoria dei sistemi
dinamici comprende una serie di discipline __erl‘lc:pall, in particolare la
dinamica differenziale ﬁmlo-dlmcnsmnabeQucst ultima é strettamente
connessa con discipline come la tconz)erg'odlca la dinamica simbolica ¢ la
dinamica topologica. La teoria mm@m dei sistemi dinamici & piuttosto estesa
in questa sezione prcndcrcmqb"in considerazione alcune disposizioni della
teoria, O@

Concetti di base. La teoria dei sistemi dinamici, prima di tutto, comprende i
seguenti clementi:

1) spazio di fase di .X quali clementi "punti”, rappresentano le possibili
condizioni del sistema;

2) "tempo" che pud essere sia continuo che discreto. Il tempo pud cambiare
solo in una direzione, nel futuro (processi irreversibili), o in due direzioni sia

nel passato che nel futuro (processi reversibili);

3) legge di evoluzione del sistema.

Nella formulazione generale questa tale modifica (descrizione) che permette

di definire una condizione di sistema in ogni punto temporale di &; conoscendo
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uno stato in tutti i momenti precedenti. Cosi, la legge pit generale

dell'evoluzione del sistema pud dipendere dal tempo di ¢ e ha memoria infinita.

Quindi, se il sistema era in qualche stato x, durante ¢ passerd in un nuovo
stato che & definito inequivocabilmente dai valori x e 1, cioé il nuovo stato &
funzione di due variabili F(x, 7). Fissando ¢, si riceve la trasformazione ot:
x—F{(x,1) spazio di fase in. Allo stesso tempo le trasformazioni ¢t formano un
semigruppo, cioé

o(t1+12) = @ (11)+(12). @.1.1)

Per il sistema reversibile, le trasformazioni @t sono definite sia per i
valori positivi che per quelli negativi 1, e ogni trasformazione gt ¢ reversibile.
Cosl, il sistema dinamico reversibile con tempo di;\crctu ¢ rappresentato dal
gruppo ciclico { F= (pl)h € Z ), tmsfunmzi@%innivochc dello spazio di
fase a se stesso, ¢ il sistema dinamice)q_(é(«crsibilc con tempo continuo

determina il gruppo unparametrico { qllj!E R} trasformazioni biunivoche x a
se stesso. 0‘\

?. :
Nella teoria dei sistemi diw?ﬁi al centro dell'attenzione ¢'¢ un problema di
studio del comportamento asintotico, cio¢ del comportamento del sistema

all'aspirazione del tempo dell'infinito.

Storicamente l'interesse per i sistemi dinamici fluidi a tempo continuo & stato

attratto dall'apertura di quel fatto da Newton che il movimento degli oggetti
meccanici pud essere descritto dalle equazioni differenziali ordinarie del
secondo ordine. Ma anche molti oggetti di altre scienze & descritto dalle
equazioni differenziali ordinarie di vari ordini, Quindi storicamente i sistemi
dinamici, sono stati identificati con i sistemi descritti dalle equazioni ordinarie
all'inizio.

Lo spazio di quasi fase del sistema dinamico ha una certa struttura di una
costante nel tempo.,

Ora ci sono varie teoric che studiano i sistemi dinamici che mantengono le

strutture.
Queste sono le seguenti teorie:

1) La teoria ergodica in cui lo spazio di fase .\’ ¢ lo spazio con una misura,
cioé lo spazio di Lebesque con la misura finale o la cosiddetta misura finale
di M.

La teoria ergodica affonda le sue radici in un'ipotesi ergodica di
Boltzmann che per i sistemi della meccanica statistica postula l'uguaglianza di
alcune medie temporanee e spaziali. Lo sviluppo sistematico della teoria
ergodica come sezione della matematica ¢ stato iniziato nei 30 anni del XX
secolo da J. fon Nejman. E continuato da J'Qk Birkgof, E. Hopf, ecc. Lo
sviluppo modemo ¢ stato piu legato alle o \'dcll'ccccziunulc matematico

sovietico A. Kolmogorov e dei suoi all\ig.&j‘Yn. Sinay, V. Rokhlin e altri;

2) dinamiche topologiche in 01112\{BQ;pazio di fase & lo spazio topologico
metrizzato compatto © loc\g\fhﬁeme compatto. La dinamica topologica
considera gruppi, omeomoffismi ¢ semigruppi di trasformazioni continue di

tali spazi. A volte questi oggetti sono chiamati sistemi dinamici topologici.

Le basi della dinamica topologica sono state poste da Henri Poincare, alla
soluzione qualitativa delle equazioni differenziali che non possono essere
risolte analiticamente. 11 grande contributo alla teorin della dinamica

topologica & stato dato da M. Morse ¢ J.D. Birkgof..;

3) la teoria dei sistemi dinamici lisci, o dinamica differenziale quando lo
spazio di fase ha struttura di varieta liscia, per esempio, ¢ arca o la superficie

chiusa nello spazio euclideo.
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Questa teoria studia il diffcomorfizm e i flussi (gruppi mono-parametrici lisci
di diffeomorfizm) su tali varictd ¢ l'iterazione di mappature differenziali

irreversibili.

In un caso finito-dimensionale la varieta liscia possiede una topologia
naturale localmente compatta, la teoria dei sistemi dinamici lisci utilizza
naturalmente concetti ¢ risultati di dinamica topologica. Un'altra ragione di
dipendenza della dinamica differenziale dalla topologia consiste nel fatto che
quando si studia il comportamento asintotico dei sistemi dinamici lisci spesso
ci sono fenomeni grezzi molto difficili. Per esempio, alcuni importanti insiemi
invarianti di sistemi lisci, per esempio, gli attrattori non possono avere alcuna

struttura liscia e, quindi, tali insiemi devono essere studiati da un altro punto
di vista ruvido.

&

@)
Dinamica simbolica, l'area che studia una iggclalc classe di sistemi dinamici
topologici che nascono come sot!oinsicqu‘%hiusi invarianti di trasformazione
di spostamento nello spazio delle spgb(eanzc.

Anche la dinamica d{ﬂ'ereng'&} ¢ strettamente connessa con la teoria

ergodica, poiché le misure favarianti rappresentano il potente strumento per

l'analisi delle proprieta asintotiche dei sistemi dinamici lisci.

Le fondamenta della dinamica differenziale sono state gettate anche da
H. Poincare. Egli ha enfatizzato 'approccio di alta qualitd in contrapposizione
ai tradizionali tentativi di ricevere soluzioni ovvie delle equazioni differenziali
della meccanica e ha anche creato la teoria locale delle riflessioni ¢ dei campi
vettoriali nel quarticre delle orbite immobili e periodiche. Inoltre, nelle prime
fasi di sviluppo della dinamica differenziale, il grande contributo alla teoria &
stato dato da A.M. Lyapunov ¢ G. Hadamar che sono entrati in vari concetti

di stabilitd ¢ hanno sviluppato gli asset analitici fissi delle ricerche sulla
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stabilita. Inoltre il contributo & stato dato nello sviluppo della teoria della

dinamica differenziale da J.D. Birkgof, poi A. Denjoy, E. Hopf ¢ altri.

Altro strumento di approccio modero all'analisi dei sistemi dinamici
lisci & stato il concetto di stabilita strutturale o rugositi che all'inizio & entrato
¢ che & stato sviluppato da A.A. Andronov e L.S. Pontryagin per l'analisi dei
flussi sulle superfici e, ulteriormente & stato sviluppato nelle opere di M.

Peixoto con condizioni meno severe.

11 grande contributo alla teoria & stato dato da S. Smale che ha dimostrato
che strani attrattori come il "ferro di cavallo” hanno una stabilita strutturale.
Altri S. Smale, D. Anosov, Ya. Sinai, Dj. Bowen hanno sviluppato le basi della
teoria dei sistemi dinamici iperbolici. 11 grande contributo alla teoria

dell'ergodismo liscio ¢ stato dato da Ya. Sina;ep . Ruelle e altri;

3)La dinamica di Hamilton, o dina%fé’f sinflettica, & la sintesi naturale
dell'analisi delle equazioni difﬁ:mna@i della meccanica classica. Lo spazio di
fase rappresenta allo stesso lct@o Ia varieta quadridimensionale liscia con la
forma differenziale chiusay?c;n degenerata Q. Gruppi un-parametrici del
diffeomorfizm mantenéhdo una forma Q corrispondono alle equazioni

differenziali della meccanica classica nella forma di Hamilton.

La dinamica di Hamilton ¢ diventata oggetto dell'analisi della teoria dei
sistemi dinamici a causa dei problemi che sorgono nella meccanica celeste. E
qui il grande contributo & stato dato da H. Poincare, avendo applicato
essenzialmente un nuovo approccio di alta qualit all'analisi dei problemi Q

corpi. Ulteriori dinamiche di Hamilton sono state divise in due direzioni:
1) ricerche sulla complessita dinamica derivante da una certa giperbolicita;

2) l'analisi dei sistemi integrati ¢ le loro indignazioni che ha portato alla tcoria
di KAM.
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11 grande contributo allo sviluppo delle dinamiche di Hamilton ¢ stato dato da
A. Kolmogorov che ha dimostrato che molte caratteristiche qualitative dei
sistemi integrati rimangono in qualche misura sotto linfluenza delle

perturbazioni e si presentano anche in situazioni tipiche.

Ci fermeremo sulle definizioni di alcuni termini speciali della teoria dei
sistemi dinamici.
1. 2. Omeomorfismo. L'omeomorfismo & inteso come univocita tra due spazi

topologici in cui entrambe le mappature di ritorno reciproche determinate da

questa conformita sono continue. Queste mappature sono chiamate

gomeomorfly, o mappature topologiche ¢ anche omeomorfismi, ¢ gli spazi
appartenenti ad un tipo topologico sono chiamati gomeomorfly, o equivalente
topologico., V\\/

e)

g &
2. 2. Omeomorfismi gruppo. E un gruppo c\lsfg'téppc gomeomorfly dello spazio
topologico di X su se stesso. OQ‘

: 3 3 i
3. 3. Diffeomorfizm. Si l@ha di omeomorfismo differenziabile,

omeomorfismo liscio, mappéﬁ'a biunivoca e continuamente differenziabile.

4. 4. Isomorfismo. Questa conformita (relazione) tra gli oggetti o i sistemi di
oggetti che esprimono in qualche modo !identita di una struttura.

i :

L'isomorfismo, o mappatura isomorfa, i sistemi 4 sulla mappa biuniforme del

sistema A1 @ imposta A sullinsieme dj A' che ha le seguenti proprieta:

‘P(ﬁ(al. il ))=F1(@(B| )l"'l (‘p(nﬂl))l

Pi(ay....am)es Pi(o(ay),..., (o(ay)),
per tutti gli clementi a,,

(2.1.2)

82, ... da A e tutti i€lo, je J,

O in qualsiasi categoria dj sistemi algebrici l'isomorfismo ¢ l'omeomorfismo
che & la bijezione. L'isomorfismo del sistema algebrico su se stesso & chiamato

automorfismo. L'
omeomorfismo ¢ un morfismo nella categoria dei sistemi
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algebrici. L'omeomorfismo ¢ la mappatura del sistema algebrico A che
mantiene in esso le principali operazioni e le principali relazioni. Il morfismo
di categoria & un termine, per designare gli elementi di qualsiasi categoria che
svolgono un ruolo di mappatura di insiemi tra loro, gomoyemorfizm di gruppi,

anelli, algebre di mappature continue di spazi topologici, ecc.

5. La varieta & l'oggetto geometrico che localmente ha una struttura (positiva,
liscia, omologica o altro) di spazio numerico Rnr o altro spazio vettoriale.
Questa idea fondamentale matematizza i concetti della linea e di una superficie

specificando e generalizzando su un numero qualsiasi di misure.

6. 1l flusso, sistema dinamico, con tempo continuo ¢ il sistema dinamico
determinato dall'azione del gruppo additivo di numeri reali R (o semigruppo
additivo di numeri reali non negativi) su\-gualche spazio di fase di X.

Altrimenti, ad ogni r€R qualche trasfom%’gionc ot: = X,c

O
Pp(x) =x, (P.\t(&? = ¢, (™). (2.13)
&
N

7. Il flusso del campo vc{ig?c a attraverso una superficie oM & espresso

all'interno del segno da i’ngralc superficiale

[, (adyd; +ayded; + a,dyd, ), (2.1.4)
dove n & un singolo vettore di un normale vettore di una superficic oM. Per
esempio, per il campo vettore di velocita il flusso del campo vettore uguale.

8. 8 Turno. Come spostamento nella teoria dei sistemi dinamici si intende,
affine trasformazione su se stessa gli # piani dello spazio misurato in cul ogni
punto & spostato in direzione di un asse . sulla distanza proporzionale alla

sua ordinata o coordinata positiva.

Nel sistema di coordinate del Decart lo spostamento sul piano & impostato per

rapporti:
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X=x+KEy =y2z' =zk=#0. (2.1.5)

Allo spostamento dei volumi spaziali tridimensionali e [l'orientamento

rimangono.

Spostare l'operatore & 'operatore Tt in funzione del parametro f e agendo su

alcuni set di mappa ¢ ¢: A—M (dove 4 ¢ un sottogruppo abeleva, M & un set)

su una formula

Tio() = o(- +e).
(2.1.6)

9. 9. Un'omotetia - la trasformazione dello spazio euclideo di un punto di O
piuttosto che di un punto di O mettendo in conformita ad ogni punto il punto
M 4. ."W & des wm OM & SsU un rapporto
oM' = kon, ©
&

dove k ¢ numero, relativo, diverso_da-Zero, ¢ chiamato coefficiente di

omotetia. Il punto 0 & chiamato il Sil’f?o di un'omotetia.

; Hoe A el
10, L'endomorfismo del s:sl:éhnlgcbnco ¢ la mappa del sistema algebrico A
a se stesso coordinata con Ig sua struttura cio¢ se Un sistema algebrico la cui
firma € costituita da un insieme QF di simboli di operazioni e da un insieme

QP di simboli di un predicato che endomorfismo 9: A—A deve soddisfare le
due seguenti condizioni:

1) ¢(ay, .., 3,8) = ¢(a;) ... ¢(a,)w per qualsiasi n-esima operazione @cdr ¢

di qualsiasi sequenza di elementi a 1, 0 By, Sistemi 4;

2) P(ay,...,05) = P(al 0 oy aahntp) per qualsiasi » un predicato locale di P
—QPeA

I sistemi dinamici per forma di funzioni dal tempo si dividono in sistemi

dinamici continui e discreti. Alla descrizione dei sistemi dinamici discreti
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(ulteriori DS) le domande di analisi diventano un po' pi semplici perché la
mappa che genera DS con tempo discreto pud essere impostata molto spesso,
ovviamente, per mezzo di alcune formule. I sistemi con tempo continuo sono
impostati, di solito dimensione infinita e il ripristino della dinamica secondo
tale descrizione di DS include il processo che rappresenta un'integrazione

analogica.

In un caso continuo, designando %/gx; campi vettoriali di base che

confrontano ad ogni punto di i & un vettore di base standard di Rn, & possibile

fornire ogni campo vettore localmente in un look

i )
G m) g
i=1
é\/
Se il punto iniziale di x0 ¢ impostato gg(Pc coordinate di xJ,...,x3, poi al
compito del movimento di questo ..EU\}IU si definisce come risultato della

soluzione di sistema delle cqunzigh?diffcrcnziali ordinarie del primo ordine

)
"T';—%Y;g, PG W @2.1.7)
con condizioni di ingresso x;(0) =x,i=1,n.
Dalla teoria delle equazioni differenziali ordinarie si sa che se le funzioni f;
sono continue e differenziate la decisione, (2.1.7) esiste, solo ¢ senza problemi

dalle condizioni di ingresso.
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CAPITOLO 3. SISTEMI SINERGICI

3.1. 3.1, Auto-organizzazione nei sistemi naturali

3.1.1. 3.1.1.1. Matematica e meccanica
I piti semplici esempi astratti di sistemi in cui si osservano segni di
auto-organizzazione e casualitd sono esempi dell'equazione logistica
che descrive la crescita delle popolazioni e anche le mappe di Henon, il
tipo "ferro di cavallo” ("ferro di cavallo di Smale”) e "pancttiere”.
L'equazione logistica o l'equazione della crescita della popolazione, ha
un aspetto:

e 2
x,, =ax, —bx,,

(G.L1) O\\\-}
dove a ¢ b - parametri. %Q/
Il modello non lineare (3.l.lb€‘presenmlo nella forma adimensionale
Ko = 20, (1-5,) = f(x,) .\)«‘3‘ (3.1.2)
Al parametro 1 > 183&0 due punti di equilibrio:
A= IQ
=0 Hx,=——,

allo stesso tempo, all't < 4 <3inizio delle coordinate x = 0, il punto
instnbilcg‘:af e =421 . € il secondo punto di (f'=2-4)riposo ¢

stabile.

Inoltre, a valorei=3 linclinazione x,=(4-1)4supera l'unita, ed

o,
&l
A questo punto A =3 ¢ instabile una decisione stazionaria, ma appare il

ciclo stabile a due periodi. All'aumentare ulteriormente Al'orbita

entrambi i punti di|/]= >1 f'=2-4 equilibrio sono instabili.
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biperiodica diventa instabile ¢ ¢'¢ un ciclo con il periodo 4 che a causa
della biforcazione raddoppia il periodo a 8 a grandi valoria.

Questo processo di raddoppio del periodo continua ad avere un valore
A, =356994.... Allo stesso tempo, in prossimitd di questo valore, la
sequenza dei valori del parametro che,raddoppia il pcriod;) si

sottopone alla legge esatta di Feigenbaum

A =4,
1'_1 —4,66920166... . (3.1.3)

" i

p:

Il numero irrazionale di p=4,66920166 ... & chiamato il numero di
Feigenbaum dal nome del fisico americano Mitchell Feigenbaum che
per la prima volta nel 1976 ha trovato queste proprietd dell'equazione
considerata (mappatura). o

Ai valori eccedenti 4 A_nei sistemi dc&:ﬁﬁi dalle equazioni di tipo
(3.1.2) possono verificarsi ilerazion'mgétiche (oscillazioni). Ma ad un
intervallo 4_ <i<4ci sono “’QSB" alcuni intervalli Aiper i quali
esistono orbite periodiche (@‘c\ﬁ\luioni regolari).

Valore della map@t?r:a (3.1.2) non solo che si tratta di un esempio
del sistema pii scmp?ice che mostra la formazione del caos, ma anche
che su questo esempio si trovano proprietd universali dell'equazione dei
periodi delle classi di modelli differenziali unidimensionali dei processi
dinamici.

Le equazioni del periodo ¢ la relazione Feigenbaum (3.1.3), sono

caratteristiche di molte mappature x,,, = f(x,) di alto ordine (sopra la

prima) ¢ si trovano in molti esperimenti scientifici.
L) 2 »
L'esempio scguente & Ia mappa di Henon descritta dal sistema

differenziale bidimensionale delle cquazioni offerte dall'astronomo
francese Henon
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ra=l-a+y, y=bs, , (3.14)
dove i parametri di mappatura a ¢ b.

Alla mappaturalb<1 (3.1.4) riduce le aree nel piano x0y. Inoltre,
estende lec mappature e comprime le aree sul piano di fase.

Come risultato di queste operazioni di allungamento, compressione,
picgatura e piegatura di aree di spazio di fase le arce che ricordano un
ferro di cavallo risultano. Pertanto, la mappa di Henon appartiene alle
mappe a "ferro di cavallo”, talvolta chiamate anche ferro di cavallo di
Smale. Le iterazioni consecutive di tali mappe a "ferro di cavallo”
portano alla formazione di movimenti difficili e al caos.

L'attrattore (la varieta attrattiva) a cui aspira un punto di mappatura,
presenta il lavoro di varieta unidimcnsi@lc su un insieme di Cantor,
cioé ha struttura frattale. )

Le ricerche condotte ai valori beoﬂﬂ; a - var. rivelano i seguenti punti

di biforcazione: @)
S
a,=~(1-b)%, =-0.l¥?‘
QO
a= %u -b)? =03675;

a, =1.06;
a, =0.55.

A 0 a<a, a>a,punti vanno sempre all'infinito, a questi ¢ l'attrattore

non esiste.

In a, <a<a,un attrattore & un punto invariante stabile. Quando a>a,
I'attrattore & periodico un insieme da g di punti, simile ad un ciclo limite.
Con la crescita del valore g cresce ¢ si sforza di rggiungere l'infinito

ada, ~1.06.a, <a<a, un attrattore difficile, ma la questione della
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"stranezza" (casualitd) di questo attrattore solleva alcuni dubbi
recentemente e rimane aperta.

Molti ricercatori ritengono che la mappa a "ferro di cavallo” giochi un
ruolo fondamentale nella maggior parte dei modelli dei sistemi dinamici
caotici basati sulle equazioni differenziali e differenziali. Ad esempio il
sistema che descrive i movimenti del peso del punto su una molla con
attrito e a condizioni di colpo assolutamente elastico sul limitatore ha
caotico al "ferro di cavallo dell'altoparlante Smale".

La trasformazione del "panctticre” rappresenta anche un esempio di
dinamica caotica.

La trasformazione di "panettiere" ¢ una trasformazione del piano su se
stesso che tende la piattaforma rettangolare Quna direzione, la spreme

in un'altra direzione, la taglia a metd e r@&i\&tc una meta sopra l'altra.

Questa trasformazione & simile alla Sa_g(urmazionc "a ferro di cavallo”.

Ripetute iterazioni di questa tljkfonnazionc trasformano una serie

iniziale di punti in strutturadfrattale, La trasformazione &

chiamata in analogia 6@?& operazioni effettuate dal panctticre che
impasta un pezzo Fella prova: srotolamento, estensione, taglio e
riordinamento,

Trasformazioni di "panetticre” & impostato dal sistema di due
equazioni differenziali:

y - 2."-."’"‘". <}é‘ A.I.."pu yl < y
20w = Ymew  y> YT §
L] 2N /i JQ>A' /2+J.I.,ﬂpll yl>%;
(3.1.5)
dove sono i4,,4, parametri di trasformazione.

Come dimostrano molte ricerche di questa trasformazione ¢ anche qui

¢ sono movimenti aciclici caotici che ricordano sulla complessitd
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casuale, ma come le cquazioni determinate, sono chiamate il caos
determinato.

Il seguente esempio di dinamica caotica si osserva nei problemi della

cosiddetta modellazione di tipo "biliardo" dei sistemi di meccanica
statistica.
11 biliardo sul piano ¢ il sistema che descrive i movimenti sull'inerzia
dei corpi materiali (sferc) in un'area limitata secondo la legge "l'ombra
¢ uguale all'angolo di riflessione”. Dal punto di vista matematico il
"biliardo” rappresenta il biliardo ordinario, ma con qualsiasi forma di
tavolo ¢ senza tasche da biliardo. Dalle ricerche pubblicate in molti
riferimenti si dimostra che il sistema anche da due sfere, a seconda di
una forma di bordo, pud possedere propn'&lﬁ di dinamica caotica. Cosi,
l'instabilitd o I'imprevedibilita dcllcd%fcllozic del sistema di sfere
clastiche. Sulla base di ricerche {l)'c&lcmi di "biliardo" il risultato sulla
"convergenza al movimentoé"awniano di comportamento del sistema
puramente determinato S\‘Qﬂlo ricevuto che la nascita del caos in
determinati sistemi cgl‘nRFnici era una conferma rigorosa.

La gencralimzigﬁc dei sistemi di "biliardo” & un biliardo che non ha
confini immobili ¢ che cambia secondo una certa legge. Ad esempio, il
compito di dinamica di una sfera pud servire nel biliardo dove il confine
cambia come modello di problemi di meccanica statistica del nulla.
Molti compiti dei sistemi di "biliardo” sono stabiliti e risolti dalla scuola
dei matematici sovietici Ya.G. Sinay.

L'esempio pii semplice di sistemi meccanici con dinamiche
difficili sono i pendoli. I sistemi pendolari mostrano in modo
significativo i fenomeni "non lineari" (multistabilita, biforcazioni,

€a0s),
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e A

11 movimento del pendolo semplice con attrito pué diventare caotico
all'eccitazione cambiando armoniosamente la forza di sufficiente
ampiezza.

L'equazione adimensionale del movimento del pendolo in coordinate
di un angolo di rotazione & presentata nella seguente forma:
f+at+sinx=b-cosx cosar i (3.1.6)
Oscillazioni caotiche si incontrano nel quartiere di frequenza propria a
piccole oscillazioni.

I movimenti caotici si osservano in determinate condizioni ¢ nella
dinamica di un giroscopio a tre sedimi con smorzamento non lineare
all'influenza armonica estemna causata dalla vibrazione verticale della
base, il caos si osserva anche nei sistemi meccanici di nuclei e travi,

piastre, sistemi d'urto ¢ catene degli osci{k}\r}fri che sono costantemente

collegati da comunicazioni clastichsc_?’
ol

g
0&

L g : Y.
Molti sistemi dcll'ldmgpnmlca mostrano esempi di movimenti caotici.

Ci sono cinque tip? di compiti con liquidi in cui si osservano i
movimenti caotici:

3.1.2. 3.1.2, Fisica.

sistemi con le correnti chiuse: convezione Raylcigh - Benard, la
corrente Taylor - Couette un cilindro di confine;

correnti aperte: una corrente in un tubo, interfacce, flussi;

particelle liquide: la gru che procede;

onde sulla superficic del liquido: onde superficiali gravitazionali;

i liquidi che reagiscono: il serbatoio misto del reattore chimico.

La ragione principale dell'instancabile interesse per le dinamiche
caotiche nei liquidi & la possibilitd di rivelare i meccanismi di
formazione delle turbolenze. La conoscenza delle leggi ¢ dei
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L'apertura teorica sperimentalment
alcuni sistemi meccanici descritti dalle eq

oscillazioni caotiche che sorgono nel sistema di

meccanismi di turbolenza permettera di sviluppare ulteriori metodi di
controllo di questo molto importante nei fenomeni applicati.
Convezione termica di Rayleigh - Benard. Il gradiente di
temperatura nel liquido che si trova nel campo di inclinazione crea una
forza di galleggiamento che provoca l'instabilitd del vortice ¢ porta al
caotico e ai vortici. La formazione delle cosiddette celle di Benard nel
volume rettangolare chiuso a riscaldamento uniforme della piastra
inferiore & la pid studiata. Sperimentale una ricerca di convezione
termica di Rayleigh - Benard nel volume chiuso ¢ stato dimostrato che
i forieri del movimento caotico sono le sequenze di raddoppio del
periodo. Questi esperimenti sono stati fatti con vari liquidi in cui si
trovano come transizione al caos attraverso oscillazioni
quasiperiodiche, e il caos alternato. O\;\’

Sistema di Taylor - Couette. %ﬂg"ﬂco sistema idromeccanico dove si
trova il caos preturbolento, le)‘anmme tra due cilindri rotanti &. In tale
sistema prima dcll’insg\ﬁ}xrsi del rumore caotico si osservano
oscillazioni quasip oliche. Alcune ricerche hanno dimostrato la
possibilitd di cofftrollare I'insorgenza o la soppressione del caos
attraverso il cambiamento della velocitd di rotazione del cilindro
interno.

: g 2 e ¢
Storicamente il primo esempio di sistemi determinati dove c'era, ha

; : gkl o e fts . = Cosl
trovato i movimenti caotici c'era un esempio di sistema di Lore

nel 1963 il meteorologo E. Lorenz per la prima volta ha

e confermata di H. Poincare (1892) che in
uazioni determinate possono esserci

Lorenz nei successivi sono

stati chiamati "strani attrattori” di Lorenz.

o o . 6
Le equazioni che descrivono il sistema di Lorenz hanno un aspet
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x=galy-x),
y=px-y-xz, ( 3.1.7)
i=xy-fi,
dove x, y, z, Re sono condizioni variabili del sistema, x & proporzionale
all'ampiezza della velocitd del movimento, e le variabili y, z riflettono la
distribuzione della temperatura in un anello convettivo, o, p sono i parametri
positivi connessi con i numeri di Prandtl e Rayleigh, sono A >0il parametro

che caratterizza la geometria del sistema.

In molte ricerche del sistema di Lorenz (3.1.7) si ritiene che o = 10, A= % &

il parametro p ¢ variabile.

All'indirizzo p<1.0 nel sistema di Lorenz c'&J'tnico punto speciale (SP)
all'inizio delle coordinate SP1 (0,0,0,0) comc(('/ggdo stabile”. Inoltre a p = 1,0

c'¢ una biforcazione alla formazione di &_ﬂénuovi punti speciali di tipo SP2 e
SP3 come "nodo stabile"; O
S

SP,(a,a, p-1); dove SP, (-a,—c)qygi), a= [%(p —l)] bt )
<

Con p =1,345 nel sistema di Lorenz c'é una biforcazione del cambiamento dei
tipi di punti speciali SP2, SP3 , ciod questi punti speciali si trasformano in
punti speciali come "stable a saddle focus”. Inoltre a p =24,74 ¢

biforcazione Hopf (Poincare - Andronoy -

'¢ una
Hopf) quando le coppic di
autovalori in SP2, SP3 diventano puramente immaginarie ¢ a p >24,74 questi
punti speciali diventano come "instabile una sella - messa a fuoco”. Allo stesso

tempo nel sistema di Lorenz c'¢ "uno strano attrattore” di Lorenz quando in

un'area limitata di spazio tridimensionale, intorno a "unstable a saddle - focus"

SP2, §P3 ci sono oscillazioni caotiche che coprono un punto di sella SPJ .
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Uno degli esempi di sistemi in cui ci sono movimenti caotici sotto forma di
turbolenza in liquido ¢& il sistema del terzo ordine descritto dal sistema di
Lengford:

x=Q2a-l)x-y+xz,

y=x+Qa-1y+yz,
(3.1.8)

t=—az—(x*+y* +2%).
Nel sistema (3.1.8) aa=}é , c'¢ biforcazione Hopf alla formazione di

oscillazione stabile con parametri ¢ a,= Y4 7, = 2x.

o T 2l
Plasma. E noto che il plasma ¢ costituito dn‘@s o liquido che gli atomi sono
parzialmente o completamente privalié{} guscio dell'elettrone, cioé sono
ionizzati. Nel plasma si osserva un igs\Peme di varie non stabilitd. La ricerca
dell'instabilita del plasma e il conFollo di uno stato ¢ i movimenti del plasma
sono molto importanti @x\"una soluzione del problema della sintesi

termonucleare operata. QO

Uno dei modelli al plasma con comportamento caotico per una ricerca sulla

controllabilita del plasma ¢ la soppressione del caos ¢ rappresentato
dall'equazione tridimensionale di uno sguardo:

i=—ax-b(x+2)y’,

= =gy +by(x* - 2)y, (3.1.9)

,i=—a,z+b(x+2)y
. d vond
dove x, y, z sono di ampiezza dell'onda riflessa, le onde un rating ¢ un‘onda

diretta, sono a,a,,b,,b,,b, parametri.
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La differenziazione viene effettuata su coordinate spaziali lungo la direzione

di distribuzione delle onde.a,=1 Nel sistema (3.1.9) si osserva il

comportamento caotico.

Negli ultimi decenni molti ricercatori, che si occupano di questioni di
geologia, geofisica, geoecologia trovano molti fenomeni in questi settori
caratteristici di sistemi sinergici, vale a dire gli effetti dell'auto-organizzazione
sono spontanei educazione spaziale ¢ spaziale - strutture temporanee
attraverso varie biforcazioni e incidenti in questi sistemi. Cosl, una litosfera e

le sue parti separate sono sistemi aperti dinamici non lineari che si scambiano

tra loro e con l'ambiente sostanza ed energia.

L'ambiente tettonico ¢ vario, non continuo, e contiene il vuoto (un
tempo, crepe, ecc.) riempito di fluidi (liquidi e :@.’Ci sono manifestazioni di
laminazione e un rigonfiamento di scale divgﬁp. Le pieghe di formazione sono

caratterizzate da un ritmo spaziale di ug{nc diverso. Si notano forme ondulate

di superfici di rottura. 04:2‘

E noto che la Terra come c%ih?s.pazinlc si sviluppa nel tempo. La ricezione

costante di energia in lei dn?l'cslemo. ¢ la fonte principale che il decadimento

radioattivo, la luce del sole ¢ i processi di marea sono la ragione dello sviluppo
temporanco della Tema.

L'afflusso di energia dall'esterno crea le condizioni per il trasferimento di
massa termica della sostanza terrestre, causando il movimento della sostanza
delle superfici e nel sottosuolo di un piancta. La laminazione ¢ un blocco di
scale diverse con struttura gerarchica delle dimensioni dei blocchi & mostrato.
La legge di ripetibilitd dei terremoti di Guttenberg e Richter agisce come

perturbazione della distribuzione gerarchica dei blocchi di una litosfera perle
dimensioni.
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Cosi, I'ambiente geofisico rappresenta il sistema dinamico aperto auto-

organizzato e i processi geofisici, anche sismici, sono processi non lineari.

11 processo di auto-organizzazione & legato all'emergere nell'ambiente attivo,
ad esempio, di uno strato sismoattivo, le strutture dissipative localizzate che
si caratterizzano per la non stazionarictd, l'impulsitd, la complessitd e il

degrado.

Nei processi sismici si osservano le strutture tipiche dell'auto-organizzazione:
le onde a spirale o i triangoli focalizzati; i vortici o i poligoni focalizzati; i
"percorsi" sismici che avvengono in modo unidirezionale ("catenc”) ¢ in
avanti ¢ a ritono ("pendoli"), la sismicita ad ancllo ("zone calme" e "vuoti"
sismici) e gli sciami sismici.

v

I movimenti caotici sono possibili anche in{-ﬁolti elementi della fisica di un
corpo solido, questo negli oscillatori $ Stnn, sistemi con diodi a tunnel e
cupola dipolare. OQ-

&8

N
i
&
3.1.3. Chimica &

Le oscillazioni caotiche delle reazioni chimiche sono state studiate per la
prima volta nel 60° e 70° secolo. Il modello pii conosciuto dove ha trovato i
movimenti caotici che il modello brusselyator era. Questo modello descrive
la distribuzione nello spazio ¢ il cambiamento dei reagenti di una classe
piuttosto ristretta di reazioni chimiche nel tempo. 11 modello di un brusselyator
& per molti aspetti studiato dalla scuola di termodinamica di Bruxelles del

premio Nobel 1. Prigogin.

It modello di un brusselyator & stato offerto da 1. Prigogin e R. Lefebvre nel

1968. Per una ricerca di strutture dissipative senza equilibrio dei sistemi
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chimici. Questo modello mostra chiaramente come il sistema di

nonequilibrium possa diventare instabile e passare a movimenti oscillanti.
In un aspetto adimensionale 'equazione di un brusselyator ha un aspetto
X =a-(b+1)x+x2y, y=bx-x2y , (3.1.10)

dove a ¢ b sono parametri.

A b=a2 +1 nel sistema (3.1.10) ¢'¢ biforcazione Hopf alla formazione di

oscillazioni periodiche ab > a? + 1.

I seguente esempio di sistemi chimici con comportamento sinergico ¢ il
sistema di Réssler, descritto dalle equazioni

X=-y—2 y=x+ay, z=bxxcz+xz, (3.1.11)
e\/
@)
dove a, b, ¢ parametri positivi. In questo \%’géma due punti speciali di xo =
Yo=Z=0cxo=c—ab y,=b—Ffi; 2= —b = -y,

Qui sono possibili due opzioni di\l)/h:vimenti caotici: a spirale e a vite.

Sistema Beloulnv-Zhaonﬁ%y. Il modello offerto da Belousov (1959) e

Zhabotinsky (1964) descrive la reazione chimica di ossidazione catalitica

dell'acidita melanovica CH2 (COOH); . La reazione avviene in soluzione

acquosa ed ¢ facilmente realizzabile in un pallone a semplice miscelazione di
alcuni reagenti in certa concentrazione, I comportamento oscillatorio nel
sistema pud essere rivelato al variare della concentrazione di CE4+ causando

il cambiamento di colorazione della soluzione da incolore a giallo e colori pil
brillanti.

L'opzione di reazione di Belousov-Zhabotinsky sul modello di Fild

-Kyoresh-
Noyes ¢ descritta dalle equazioni

x = kjay + kay — kyxy — 2%kex%y = —kay — kyxy + l/zksbz, (3.1.12)
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z = 2kjascia — ksbz,
dove k; = 1.28; k; = 8.0; ks = 8.0+ 10%; ky = 2.0 » 10%; ks = 1.0a=0,06;
b=0,02; 0,5< f<2.4.
In Belousov-Zhabotinsky reazione varie oscillazioni, tra cui caotico si
trovano varie oscillazioni.

Nel sistema (3.1.12) a seconda di due o tre punti speciali, uno dei quali &
l'inizio delle coordinate (0,0,0,0). Le oscillazioni caotiche avvengono a 0,9208
< f< 1,0808, la biforcazione a f= 0,9208 e f=1,0808.

In aspetto appli.calo ¢'¢ interesse nel controllo delle oscillazioni nel
sistema Belousov-Zhabotinsky, come per la soppressione delle oscillazioni
caotiche, e I'eccitazione del modo oscillatorio o caotico.

%\-/‘.k
3.1.4. Biologia ®)

Da tutti gli oggetti naturali %’D esseri viventi, senza dubbio, c
funzionalmente ¢ morfologimmen@g?mo i pit organizzati. Gli esseri viventi
sono strutture storiche in gr.@ di tenere in memoria e una forma, cioé
informazioni sull'cvuluzi&'\b?;lurica di questi esseri. Funzionano lontano
dall'equilibrio. L'orgnnis%no riceve continuamente energia ¢ sostanza e anche
informazioni come unita di memoria dal mondo circostante.

A livello cellulare degli esseri viventi, si osserva anche il non equilibrio,
per esempio sul mantenimento degli joni di sodio e potassio in una gabbia ¢

nell'ambiente non cellulare.

; : imiche
Le ricerche stabiliscono una connessione tra le forme fisiche ¢ chim

R ;  di
dell'organizzazione delle strutture ¢ 'ordine biologico. Uno degli esempi di

tali ricerche & lo sviluppo di un'ameba come il Dictyostelium discoidenum. Si

‘ " ; i si riduce a un
rivela che in sostanza lo sviluppo di questo organismo viventc

g : x tins e si
fenomeno di transizione simile alla reazione di Belousov Zhabotinsky,

. H H 4]
nota la transizione dalla vita, monocellularc a uno pllo & vige
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multicellulare. 1l ciclo di vita di questi organismi & descritto in molti
riferimenti sulla sinergetica.

Lo sviluppo evolutivo & anche possibile considerare come educazione
tutte le nuove e nuove strutture macroscopiche, come risultato della
sopravvivenza dei tipi piil adattati di biomolecole ¢ organismi in generale.
Credere che la biomolecola aviokatalitic a scapito di una catalisi ciclica in
ipercicli razza. Le ricerche mostrano che tale selezione in combinazione con
le mutazioni pud portare allo sviluppo evolutivo.

3.1.5. Ecologia
Il non equilibrio, il caos ¢ la formazione di comunita di popolazioni di una
vita vegetale ¢ animale sono ccologia camllg[istica. Ad esempio, la
formazione di zone endemiche di vcgctazi@f\.’ Portano a cambiamenti
macroscopici anche l'inquinamento ambicesajé’chc pud portare alla scomparsa
dell'intera specie di un animale e dcllad%m.

Il modello piii semplice di ur\l_?c‘tsistcma ¢ il modello "predatore-preda”
offerto da A. Lotka e V. Volt :(nrcgli anni Venti del secolo scorso ¢ descritto
anche dalle equazioni del s&condo ordine:

a"=ax-ﬂy.)'!=kﬁnl-my. (3.1.13)
() sono il numero di popolazioni secondo le prede e i
predatori, a ¢ f sono le prede multiziane e trofiche costanti, k¢ I'

dove x=x(1), y=y

efficienza di
lavorazione della biomassa della preda nella biomassa di un predatore, m ¢ il

coefTiciente di mortalita naturale di un predatore,

Modello pii difficile di sistema ecologico che descrive il sistema con lo
sviluppo di popolazioni di un insetto della farina di Tribolium & rappresentato
il cosiddetto modello LPA:

Ln+r = bAp exp(-ayL, - a,4,),
Posi = Ly(1 =Cy),
(3.1.14)
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Apyy = Byexp(—azd,) + A,(1 - G3),

dove L ¢ P sono secondo il numero delle larve allevate e non allevate, A ¢ il
numero di individui, pronti per la riproduzione, a),ay, a3 b,¢y,c; sono i
parametri. :

Le ricerche osservano che nel sistema (3.1.14) si osservano: gli stati
stabiliti, le oscillazioni periodiche, quasiperiodiche e caotiche a vari valori di
parametri. Si studiano anche le possibilita di controllo dei movimenti di questo
sistema per il mantenimento di una certa quantita di insetti.

In conclusione di questa sezione & possibile notare che l'auto-
organizzazione & caratteristica di moltissimi fenomeni e sistemi naturali ¢ lo
studio della natura delle regolaritd di questi fi[g)mcni e sistemi permette di
prevedere ¢ di operare in una certa misura Qg'%sti sistemi al fine di parare gli
effetti indesiderati ¢ rafforzare l&%%onscgucnzc positive dell'auto-
organizzazione. OQ‘

O
N
3.2.3.2. Aulo-urganlunginrnei sistemi tecnici

3.2.1.3.2.1. Sistemi meeanici
In molti sistemi tecnici ci sono diverse oscillazioni, in particolare
i i casi i vengono
periodiche ¢ caotiche che devono essere previste ¢ nei casi necessarl veng
futte funzionare.
; e AR
Queste oscillazioni si presentano come sotto i termini di funzionam
. . * . 2 varic
di meccanismi ¢ sistemi, ¢ un'immagine indesiderata, a causa di
s aqrg s . . . i rotanti
oscillazioni, impedimenti, squilibrio dei meccanismi ¢ delle part '

vibrazioni nei progetti, ccc.
ma anche

eil

Esempio classico di sistemi auto-oscillati e non solo clettrici,

: g el ot o~

di un'ampia classe di sistemi, in particolare di sistemi meccanicl ad attrito
sistema descritto dall'equazione Van der Pol

2

X — px(1 = px?) + wjx =0, (3.2.1)
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dove x€ R ¢ la coordinata del movimento, i, B, @0 sono parametri,
Al sistema (3.2.1) a piccoli p ci sono autooscillazioni quasiperiodiche, e
a grandi p le autooscillazioni hanno carattere di rilassamento (esplosivo).
L'equazione Van der Pol & I'esempio pit studiato di sistemi oscillatori.
Il seguente esempio di sistemi meccanici in cui sono possibili movimenti

piu difficili & I'esempio del rotatore meccanico con momento d'inerzia di J ¢
attenuazione .

L'equazione del rotatore ha un aspetto
Jo+ po = pug + F(e) T2, 5(t — n1), (322

dove @ ¢ un angolo di rotazione, 8(t-nt) & la funzione delta, tale cheant — ¢ <
t<nt+ce«l;

J(o* - 07) = F(p(nt)), F = Fysing. (3.2.3)
Ol
Nel sistema (3.2.2) come mostrano Isﬁ&mhc a certi valori di parametri
¢'¢ uno strano attrattore. OQ‘

TN A e

Flutter sono le oscillazioni aeroclastiche. 11 flutter sono le oscillazioni
causate da una corrente dj lj itlo su una piastra elastica. Nei sistemi descritti
dal fenomeno del flutter ing.ln

‘apparecchiatura avia e spaziale si osservano i
movimenti aciclici e caotici.

Il sistema di "flutter” & descritto dalle equazioni
X+px+[1-a+x?

+4Y2]X‘A)’=0-Y+l19+4[4—a+x2+4y1]y-
Ax =0,

(3.2.4)

uantita
proporzionale alla pressione dinamica dj un flusso prima di una piastra, p -
parametro,

dove a & la quantita dj tensione nel piano della piastra, 4 ¢ la q

Il sistema di controllo meccanico descritto dalle equazioni
mX + px + F(x) = —, Z+az=bh

1x = x(0] + byx, (3.2.5)
dove z & una variabile d; feedback, b,,

b; sono coefficienti di feedback per

fluenza non lineare nel sistema,
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situazione e sulla velocitd, x,(1) ¢ un'in

i et e B P S

Nel sistema considerato sono possibili sia oscillazioni periodiche su

. - - = 2 -
un ciclo limite, sia oscillazioni caotiche, in particolare a F(x) = x(x

1)(x* - c).

3.2.2. 3.2.2.1. Sistemi elettrici ed clettronici

Nell'ultimo decennio in letteratura sono apparse molte pubblicazioni
riguardanti questioni di auto-organizzazione e l'emergere di vari movimenti
difficili nei sistemi elettrici ed clettronici. Si trovano sia i movimenti periodici,
quasiperiodici, sia i movimenti caotici nei sistemi del tipo considerato.

E' noto che nelle apparecchiature elettriche le conclusioni relative alla
possibilita di emergere di movimenti caotici difficili, l'analisi delle
biforcazioni e la determinazione dei parametri delle oscillazioni sono piuttosto
semplicemente fattibili. Pertanto, molti eszmﬁ:h"classici" noti di uscillnzionitf
movimenti caotici (nei sistemi di Chgof.ormz, Rassler, ecc.) sono quasi
incarnati nei sistemi elettrotccnici.oq' 3

Esempio classico di sisu\:ﬁn elettrici in cui si osservano osclillazlom
caotiche, il circuito di Ch@é?&cscriuo dal sistema delle tre equazioni:
x=piy—-1(x)), y=x—-y+z z=—qy, (3.2.6)
dove p e g sono parametri, f{x) & la funzione non lincare determinata da un
rapporto
F(x) = Myx + 0.5(My — Mg)(Jx + 1| = |x = 1]),
dove M;, M, sono parametri. o
A determinati valori dei parametri, nel sistema (3.2.6) sono possibili
oscillazioni caotiche, per esempio a p =9; ¢ = 14.3; M = - 6/7; Mg = 5/7.
Allo stesso tempo,

6 11
";x +-.;lx <-l !

f(x) = —%x.—l <x<1, G2.7)
6 11

i s I
TX 7|x>
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Ci sono tre punti speciali:
8P (0,0,0,0); SP2 ; (£11/6,0 = 11/6).

Il circuito di Chua, ovvero le modalitd caotiche di questo schema sono
utilizzate in vari dispositivi, ad esempio come generatore del caotico direttore
di controllo di un segnale nel dispositivo di modulazione caotica di larghezza
d'impulso per l'eliminazione delle strisce di luce e buio alternate viste sulle
lampade fluorescenti.

Il convertitore elettromeccanico che ¢ sistema, due pezzi ¢ la parte
elettrica non lineare descritta dall'equazione di Duffing e una parte meccanica,
che ¢ sistema oscillatorio lineare & anche caratterizzata dalla possibilita di
oscillazioni caotiche. 4

Il sistema del convertitore clctmmcccani@\ﬂcscﬁlm dalle equazioni:

Lg+Rq+Z+aq’ + LHz = uncosat, \g‘é’/+pz+kz-mq =0, (3.28)

dove L e R sono rispettivamente in&@qa-nza e resistenza attiva in una parte
elettrica; a, © sono ampiezza e f‘;_&ucnza della tensione armonica esterna; / &
l'estensione del sito di intcmg%ne della tensione del campo magnetico di H
con due nuclei mobili su cui il corpo con una massa di m si fissa; k &
coefficiente di elasticita di una molla; p ¢ coefficiente di attrito viscoso; qgeé

una carica sui rivestimenti del condensatore, tensione da cui i rivestimenti non
dipendono lincarmente dalla quantita di questa carica U= q/Co +0q’Co ¢

la parte lincare della caratteristica del condensatore; a ¢ il parametro che

definisce la non linearita della caratteristica del condensatore;
una parte elettrica; =

q & corrente in

¢ la coordinata del movimento in una parte meccanica del
sistema,

Molti dispositivi di elettronica e strutture informatiche sono costruiti su

elementi semiconduttori (dispositivi) di vario grado di integrazione, poiché i
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componenti discreti sono diodi ¢ transistor, fino ai modemi chip integrati, /MS
¢ GBSI.

Pertanto, la ricerca di vari fenomeni di auto-organizzazione degli
elementi semiconduttori é molto importante per lo sviluppo dei modemi
dispositivi clettronici di varia complessita, dai telefoni cellulari e dispositivi
scientifici o medici ai supercomputer e alle reti di computer.

Le ragioni principali per la mancanza di stabilitd e di equilibrio nei
semiconduttori sono i processi di generazione ¢ la ricombinazione di portatori
di una carica o i cosiddetti processi GD che portano in alcuni dispositivi a
semiconduttore. Per esempio nei diodi a tunnel, nei diodi di Gunn, nei diodi
volt-ampere (4DC), nei dispositivi multistrato come tiristori, diodi p-n-p-n,
diodi p-i-n, ecc. a caratteristiche di volt-ampere _signiﬁcativamcntc non lineari
come NDC (conducibiliti negativa ¢ diﬂc@%ﬁlc} di due tipi di tipo N e di
tipo S. \bt'g/(’ :

Il caos nei semiconduttori p@surgcn’: in vari modi: o a causa della
reattivitd in un circuito cstc@% a causa della propria instabilitd di un

elemento con NDC. OQ-?-

€
3.2.3. Laser

11 processo di auto-organizzazione ¢ caratteristico anche per i laser che
emettono radiazioni luminose coerenti in condizioni di non equilibrio. E noto
che i laser rappresentano un tipo speciale di lampade che consistono di un
nucleo di cristallo (laser a stato solido) o del tubo di vetro riempito di gas (laser
a gas).

Se per eccitare o "pompare” dagli atomi esteni di cui il corpo
funzionante del laser & costituito, allora emettono onde luminose. Alla bassa
potenza di "potenza nominale” queste onde non sono correlate, come nella
radiazione, dalla normale lampada di illuminazione. Alla grande potenza della

"potenza nominale” pari ad alcune critiche, gli atomi emettono onde luminose
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puramente sinusoidali, cio¢ gli atomi separati lavorano in modo strettamente
correlato o comunque auto-organizzati. Con un eccesso di potenza di un valore
nominale del secondo valore critico, il laser inizia ad emettere periodicamente
impulsi intensivi ¢ brevi. In varie condizioni I'emissione di luce pud diventare
caotica o turbolenta, cioé caotica.

Nel sistema dei due laser diventa fattibile il sistema ottico bistabile
applicabile nei dispositivi ottici memorabili ¢ logici dei computer ottici. La
bistabilita, ¢ anche il caos, sorge e quando il laser & collegato con il cosiddetto
assorbitore sated, cioé materiale il cui coefficiente di trasmissione diventa
molto grande ad alta intensita di luce, Nell'uso modemo dei sistemi laser i
problemi di controllo delle radiazioni laser allo scopo di sopprimere il
comportamento caotico (pluriennale) dei laser me_eian!c feedback vengono
risolti con ritardo e anche il controllo aperto (p{gi}ﬁmma).

0"9

3.2.4. Alcuni esempi dei fenomeni ghulo-orgnnimzione sono noti nei
sistemi informatici: nel sislcmb‘xl\ calcolo parallelo dei computer; nel
riconoscimento delle immngi(rsia:gr. mezzo del computer; in qualsiasi creazione
di sistemi affidabili, anche $lla base di computer da elementi inaffidabili (pid
precisamente da elementi non sufficientemente affidabili),
3.2.5. La crescente applicazione ¢ accolta da alcune caratteristiche positive dei
movimenti caotici e delle oscillazioni dei moderni sistemi di comunicazione.

Questi vantaggi del caos dinamico sono causati dalle seguenti

caratteristiche:

si tratta di un'ampia striscia, i segnali caotici hanno un ampio raggio d'azione
continuo;
qQuesta & la complessita della struttura dei segnali caotici che permette di

creare segnali assolutamente diversi a piccoli cambiamenti delle condizioni di
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ingresso. Tale proprictd dei segnali caotici ¢ possibile utilizzarla in
crittografin;

si tratta di ortogonalitd (non correlazione) dei segnali dei generatori caotici
causati dall'irregolarita dei segnali caotici. Questa propricta & applicabile nei
sistemi di comunicazione multiutente quando la stessa gamma di frequenze
viene utilizzata da pil utenti contemporancamente.

Il caos dinamico riceve applicazione in tali direzioni dei sistemi di
comunicazione come: sincronizzazione del ricevitore ¢ del trasmettitore,
mascheramento e recupero dei messaggi filtraggio del rumore, sviluppo di
algoritmi di codifica, decodifica, ecc.

£ noto il sistema in cui viene utilizzato il modello di Lorenz per la
trasmissione dei messaggi. In questo sistema il gnsmcnilorc ¢ descritto dalle

NG
equazioni: O\\
x=G(y—-x), y=px— 66_-,%0;‘:. 2 = 5xy — byz, (3.2.9)
dove x, y, z sono le coordinate dctﬂ;lcmn corrispondenti alla tensione alle
uscite degli amplificatori, con{ejn raneamente nel sistema G = 16, p=45.6,
bl =4.0. A .

Le equazioni del sisfema di ricezione del messaggio sono descritte anche
dalle equazioni di Lorenz di uno sguardo (3.2.9) dove rispettivamente gli stati
variabili
xs, ys, zs, parametri uguali, come in (3.2.9).

H sistema del ricevitore ¢ l'osservatore asintotico del trasmettitore (3.2.9):
X — X
= Y
z—2

- 0.

= lim
limlel] = Jim

i P i di
Con il trasferimento di un segnale binario del messaggio, il coefTiciente

bl del trasmettitore cambia, accettando b/ = 4,4 valore che cnmspond'c a 4
mentre il valore di riferimento di b/ = 4,0 significa "0". Al cambio di bl
4,0 2 4,4 il livello del segnale di disallincamento sulla coordinata x, e, = X —
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Xy, come per il ricevitore b2 = 4.0 il sistema del ricevitore aumenta
notevolmente. E definito dalla media di (1) quale segnale "1" o "0" ¢ stato
trasferito.

Altri sistemi con dinamiche caotiche, in particolare il sistema di Chua
azionato, sono applicati anche alla trasmissione di messaggi con l'uso di
generatori caotici. Le possibilita di utilizzo di sistemi con caos per i
sistemi di comunicazione sono molto ampie ¢ prospettiche.

3.2.6. Recentemente si ritiene che si offrano prospettive allettanti nell'uso di
dinamiche caotiche per i sistemi di archiviazione e codifica delle
Informazioni. Questi sistemi di elaborazione delle informazioni dovrebbero
essere costruiti sulla base dei cosiddetti "processi cagtici". Un certo numero di

oY el N4
sviluppi in questa direzione sono brevettati ngjﬂ‘ USA e nella Federazione
Russa, %(o

&

OV e
3.2.7. L'ampia applicazione del ca{s}c le idee di auto-organizzazione ricevono
nell'industria chimica qu%Qn?. reazioni come Belousov-Zhabotinsky o
Raéssler, e anche possibill(f:l di dinamiche caotiche. Cosi il caos riceve
applicazione nei processi di caotico hashing di liquidi e sostanze sciolte.
L'hashing di alta qualiti & un processo importante nelle camere di

combustione, negli scambiatori di calore, nei reattori miscelatori ad azione
continua ¢ in altre produzioni.

3.2.8. Molto prospettico applicazioni delle idee di auto-
dinamiche

organizzazione ¢
caotiche sono mostrati molti ricercatori e sviluppatori delle
attrezzature spaziali, in particolare per il controllo,

Ad esempio, il problema della previsione del movimento caotico e del
controllo da parte sua in un giroscopio & risolto, & noto che un girostato questo
corpo solido.con tre gradi di liberta di rotazione in cui ci sono uno o pit volani,

128

Come in generale, generalmente il girostato ¢ descritto dalle equazioni
non lineari e nelle applicazioni pratiche & aperto all'ambiente esterno ed ¢
oggetto di una forte indignazione casuale, nel sistema di un girostato sono
possibili i movimenti caotici, il cui controllo ¢ molto importante
nell'equipaggiamento missilistico ¢ spaziale.

Cosi, si studia il movimento del satellite sotto I'influenza simultanea dei
campi gravitazionali e magnetici della Terra. Si considera il satellite che haun
proprio campo magnetico costante. L'equazione del movimento di tale satellite
prende una forma:

k& + kx + 3w2(B — A) peccatox perchéx +
u,,pIr~(2 peccato x peccato  t + perché x perché wct) = Mc(1),
(3.2.10) -}.\-} : Fos
dove x=x(1) un angolo di liberazione del satllite nel piano dell'orbita; w, ¢la
velocitd angolare del movimento del sg!él ite su un'orbita; k & il coefficiente
di smorzamento del satellite; 4, Z¥ono i momenti d'inerzia principali del
satellite (B >4); p ¢ uma @Stanlc magnetica; r ¢ p sono il raggio e
l'inclinazione di un'orbita(ﬂ? la quantita del momento magnetico del satellite;
M,(t) ¢ il valore del momento operativo.

Nel sistema (3.2.10) in alcune arce dei parametri il movimento angolare
del satellite a M, = 0 ha un carattere caotico.

In questo caso, naturalmente, & necessaria la soppressione dclle‘
oscillazioni caotiche indesiderate. Tale problema viene risolto con l'aiuto di

un feedback con un'uscita e con un derivato.

) 3 i i caos
Alcune aree ed esempi di applicazioni di auto-organizzazionc ¢ dic

3 : : di tali
nei sistemi tecnici sono mostrati in questa sezione, ma il numero

applicazioni cresce rapidamente alla fine ¢ molte opportunita potenziali ditali

applicazioni non sono esaurite.
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CAPITOLO 4. TEORIA DELLA RUGOSITA E DELLE
BIFORCAZIONI DI
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SISTEMI

4.1. Proprieta della rugosita dei sistemi dinamici

La propricta della rugosita & una delle propricta fondamentali dei sistemi
dinamici. Nella letteratura stranicra moderna sui sistemi dinamici la proprieta
della rugositd & chiamata proprieta di stabilita strutturale. In questo lavoro ci
atterremo al termine "rugosita".

Gia la definizione pil generale del concetto di "rugositd dei sistemi
dinamici" (ulteriori DS) & il DS liscio che ha proprieta: per qualsiasi £ > 0 ci
saril tale S > 0 che a qualsiasi perturbazione di DS remoto da lei in C1 una
metrica o iy che su S, ¢'@ "omeomorfismo” dello spazio di fase (o varictd) che
sposta punti di nessun sistema di perturbazione nEUc traiettorie corrispondenti
del sistema di perturbazione. c-)(:,

La definizione data sopra ¢ la definiziong"di un concetto di rugosita del DS
"in stretto”, cioé di rugosita in mu\tﬁ(r?o spazio topologico. In concetto pit
ampio la rugosita assume pmaz di conservazione di alcune proprieta del
sistema a certe piccole pcnq@aziuni.

Il concetto di ruvidita & stato introdotto per la prima volta dagli eccezionali
scienziali sovietici A.A. Andronov e L.S. Pontryagin.

Il concetto di rugositd con il requisito di "omeomorfismo” della
perturbazione ¢ nessun sistema di perturbazione a ¢ per DS grezzo porta il
nome di rugosita secondo Andronov - Pontryagin, a differenza di un concetto
di rugosith inserito dal matematico brasiliano M. Peixoto quando

"omeomorfismo" non ¢ richiesto a & piccolo,

Di solito la rugositd ¢ considerata in alcune varietd chiuse o in zone
compatte con bordo liscio,

Come dalla considerazione della rugosita dei sistemi si suppone che la

perturbazione del DS piccolo in senso stretto C1, & importante un concetto di
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rugositd locale. Ruvidita locale di qualche insieme invariante compatto, F di
DS liscio questa proprietd per mantenere tutte le proprietd topologiche in
alcune vicinanze di F a qualsiasi perturbazioni piuttosto piccole del sistema.
Se F & la posizione di equilibrio del "flusso” (o un punto immobile di
"cascata”, cioé DS con tempo discreto), allora la rugositd locale significa
mantenere le propricta topologiche del sistema alla linearizzazione nel punto
F.

Condizioni necessaric ¢ sufficienti di rugosita locale per le disposizioni di
equilibrio o punti immobili (punti speciali) teorema di risposta Grobman -
Hartman, noto della teoria del DS, Condizioni simili sono formulate anche per
traiettorie periodiche e "insiemi iperbolici" che sono considerati pili avanti in
questo capitolo.

OV\\:\
4.1.2. Ruvidita dei sistemi dinamici rsl_g’teoria moderna
Nell'affermazione generale la Qﬁosiu\ o la stabilita strutturale dei sistemi

dinamici (DS) nella teoria mod\ej'n‘{sé formulata dalle seguenti definizioni.
Definizione 4.1.1. Per qucss\tynumem z 2 0 due mappature C* mappature E
M—M e g: N=N sono Ehiamate "interfacciate topologiche" s esiste un tale
omeomorfismo ¢: M—N che =@~ oo .

Definizione 4.1.2. La riflessione g: N—N & chiamata mappatura "fattore” (0
"un fattore topologicb") f: M—M sc esiste una tale mappatura continua
surgettiva ¢: M—N che @O0f = gO@. R ¢ & chiamato "semi-interfaccia”.
Definizione 4.1.3. C* & la mappatura f si chiama "C™ & approssimativo
(1Sm<z) se esiste una tale vicinanza Z mappature fin Cm, topologia che ogni
£ € mappatura U ¢ topologica accompagnata da f.

Definizione 4.1.4. (" La mappatura & chiamata " Cm ¢ fortemente ruvida se
¢ strutturalmente stabile e inoltre per qualsiasi mappatura g cU puo essere di

scegliere l'omeomorfismo di interfacciamento @ = ¢ che, cosa nel modo in
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cui @g@g'si incontrano in modo uniforme a una mappatura identica
all'approssimarsi di g < f in C™ topologia.

Definizione 4.1.5. C" & il diffeomorfizm ¢ chiamato "stabile topologico” (o
"ruvido" se ¢ un fattore di qualsiasi omeomorfismo piuttosto vicino a lui in
topologia uniforme Co.

Per quanto riguarda i flussi si applicano le seguenti definizioni.
Definizione 4.1.6. © & un flusso ¢t & chiamato " Cm ruvido" (1 <m <r)o
rispettivamente " Cm ¢ fortemente ruvido" se qualsiasi flusso piuttosto vicino
a @t in topologia Cm, Co ¢
traicttoria equivalente a lui C o rispettivamente se, inoltre, 'omeomorfismo
discusso pud essere scelto piuttosto vicino all'identita per piccole
perturbazioni. o4

2 :

Definizione 4.1.7. Stream §*:N - N ¢ cliamato "un fattore orbitale”
melassa @t : M—M se esiste il cominuo\sﬁPgettivo £z M—N riflessione che
trasferisce le orbite ¢t alle orbite yt é" ¢ un flusso ¢t & chiamato "stabile
topologico” ("grezzo") se ¢ il fnll.@é orbitale di un qualsiasi flusso continuo
piuttosto vicino a lui in topo@n uniforme.

In tutte le definizioni formulate sopra la compattezza degli spazi di fase
corrispondenti ¢ insignificante. Inoltre, queste definizioni sono giuste anche
per i casi in cui per alcuni punti il sistema dinamico & definito solo su un
intervallo di tempo finale, come, ad esempio, nelle vicinanze di un punto di
riflessione lineare iperbolico immobile. Tale indirizzo porta a concetti di
ruvidita locale come ¢ dato sopra.

Per un Torus bidimensionale I'affermazione & giusta.

Dichiarazione 4.1.1. Qualsiasi iperbolico automorfismo lincare lincare
automorfismo bidimensionale torus C| & fortemente ruvido. Una
dichiarazione simile anche per qualsiasi m- misurato (m > 2) il toro & giusto.

Un concetto importante per la determinazione delle propricti di rugosita del
DS ¢ il concetto di "punto iperbolico”.
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Definizione 4.1.8. Il punto di p & chiamato "un punto periodico iperbolico" di
fdiffeomorfizm se (Df")p : T,M — T,M) & una mappatura lincare iperbolica.
La sua orbita & chiamata "un'orbita periodica iperbolica”.

Definizione 4.1.9. La mappatura lincare Rn & detta “iperbolica” se i valori
assoluti di tutti i suoi autovalori sono diversi dall'unita.

Per DS con tempo continuo, Si suppone che il campo vettore liscio sia definito
in Z e che l'orbita del punto p € siain %

Definizione 4.1.10. Su & (p)=0 ¢ il punto di p & chiamato "un punto iperbolico
immobile” (locale) flusso @t, generato dal campo vettore § , se (Dot),:TpM
—TpM & la mappa lineare iperbolica per ogni ## 0.

All'indirizzo & (p) # 0 punto di p & chiamato "un punto periodico iperbolico”
del periodo ¢ per un flusso ot se pt(p) = p ¢ l'opegatore lineare(D p1),: TpM—
TpM ha l'unitd come autovalore semplice @%1\10 stesso tempo non ha altri
autovalori sul modulo pari all'unita. \»)"O

Per l'analisi del teorcma d'DQFugosim locale Hartman - Grobman

sull'associativita topologica d@mappntum della parte lineare in prossimita
di punti iperbolici immob{lﬁé: molto importante.

Dichiarazione 4.1.2. (tc(ércma Hartman - Grobman). Lasciate che i set di V"
sia continuo e non differenziato, anche O€U & un punto iperbolico immobile
di f. Poi ci sono tali vicinanze di U;, U2, V1,72 punto O c tale omecomorfismo

¢: ULU Us—yiovz che f = ¢-1Dfo + su UlJ, ciod la scguente tabella &

commutativa:
f1Uy =
@l lo
Dy, = VW,

La rugosita locale & definita dalla seguente dichiarazione ¢ dall'indagine da

parte sua,
Dichiarazione 4.1.3. Due mappature di compressione lincari reversibili sono

tipologicamente accompagnate da un identico orientamento.
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Conseguenza 4.1.1. Che la riflessione f# U —Rn, g: V—Rn, abbia punti
iperbolici immobili di peU e geV rispettivamente,

dimE* (Df,) = dim E* (Dg, ), dimE™ (Df,) = dimE™ (Dg,),  (4.1.1)

peccaton det Df,|E™(Df,) = peccato ndet ngl E” (ng). (4.1.2)
E poi ci sono le vicinanze di Ul € U2 e y;cr2 ¢ 'omeomorfismo
@: U 1y, cosa 9°f=g°¢.

In (4.1.1.), (4.1.2.) gli spazi di E+ (.) ed ¥ (.) sono definiti come le somme
dirette zero - spazi EX dei corrispondenti autovalori A(.), cioé spazi di vettori
? ¢Rn, soddisfacente ad un rapporto

(()-A1)A0=0, ( 4.1 3)

dove £ & un po' intero ¢ anche zero spazi EA, X in E.'\xso di in un complesso di

autovalori interfucciato ., A O\&V
E"() =@ E, ® Eyy;, oéf/ (4.1.4)
E+ () =0 E, ®D Ex. OQ— (4.1.5)

Cosl, qualsiasi & un diﬂ'como@zm localmente ruvido vicino a qualsiasi
punto immobile (un punto s&@:&‘le) solo nel caso in cui, quando un punto
immobile iperbolico.

Per quanto riguarda la ruviditd delle trasformazioni a "ferro di cavallo”, le
trasformazioni sono abbastanza successive.

Dichiarazione 4.1.4. Lasciate che A =11fn(4) ¢ nez il diffeomorfizm
massimo C1 ¢ invariante relativamente f: N— M sottoinsieme ferro di cavallo.
Poi per qualsiasi mappatura’”, piuttosto vicino a [ nella topologia Cl, c'¢ tale
invariante set A ¢ tale omeomorfismo

@: A = A, 1o @°f | Avy.

A proposito di rugosita degli insiemi iperbolici abbastanza.
Dichiarazione 4.1.5. (Forte ruvidita delle proprictd iperboliche). Let A € M
¢ un insieme iperbolico di un diffeomorfizm di f: N—M.
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Quindi per qualsiasi prossimitd aperta } © N imposta A ¢ qualsiasi § > 0 c'¢
c > 0 che se
/' N=M ¢ del( fivS )< ¢, sard un insieme iperbolico A ' (A)cV
diffeomorfizm /' e tale omeomorfismo ¢: A' = A, deo(l, ¢-1)< 8, cosa ¢°f
‘| A4'=f] Ap. Tale omeomorfismo ¢ si unisce se 5 ¢ abbastanza piccolo.
Conseguenza 4.1.2. Diffeomorfizma Anosov siamo rudi. Interfaccia solo se &
piuttosto vicino a una mappatura identica.

Per i flussi anche veramente successivi,

Dichiarazione 4.1.6. Lasciamo che A € M- un insieme iperbolico di un flusso
liscio @t su M. Poi per ogni vicinanza aperta ¥ imposta A e tutti § > 0 esiste
anche ¢ > 0 che se wt & un altro flusso liscio ¢ del(pt *#1)< & allora csiste
l'insicme invariante A’ per v ¢ l'omeomorfismaig: A —4 ', dove dco(l, )+
deofl, p-1)< 8, che ¢ liscio lungo le orbite @\ilmposm I'equivalenza orbitale
dei flussi gt, wt. Oltre al campo vcuorcés @', & vicino a v ¢ sc @1, ¢2 sono
due di questi omeomorfismi, allo 3 1eg1 ¢ la sostituzione del tempo di un
flusso gt (quasi identico). \’)'k
Conseguenza 4,13, 1 ﬂut{""dl Anosov sono fortemente ruvidi C1.
Definizione 4.1.11, C! & un diffeomorfizm di f:M— M di varicta compatta di
M & chiamato "diffeomorfizm di Anosov" se M ¢ un insieme iperbolico per f.
Definizione 4.1.12. C/ & flusso ot: M—sM su varictd compatta di M & chiamato
"flusso di Anosov" s¢ M ¢ un insieme iperbolico di un flusso @t.

Let M & varictd liscia, NEM un sottoinsieme aperto, f: N—AM CI ¢
diffeomorfizm sull'immagine, A< N & un po 'compatto, f¢ invariante sct.
Allora I'insicme A & chiamato "un insieme iperbolico” di mappatura f'se

nelle vicinanze aperte N imposta tali numeri A,M, A<l< M, che per qualsiasi
punto x € A la sequenza dei differenziali (DDE : TRM—T'M, n € Z
permette (A, M) ln decomposizione.
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Definizione 4.1.14. Lasciate che A< M. Sequenza delle mappature lincari
reversibili Lm; Rn— R, m € Z, Rn — Rn — Rn, m € Z, permette "(A,M)
decomposizione” se esiste una tale decomposizione di Rn=E}, @Eqrche
LmER=Eq4y ¢

ILmlEzll S & L [Enall < ™" (4.1.6)

Cosl, in questa sezione vengono considerate le note disposizioni teoriche
della modemna teoria della rugosita dei sistemi dinamici che in sostanza
definiscono solo condizioni qualitative di rugosita del DS, senza considerare
alcuna caratteristica quantitativa di rugosita,

Tali caratteristiche quantitative di rugosita sono molto importanti soprattutto
a applicato & piti intero quando & necessario confrontare i sistemi sulla rugosita
topologica o qualsiasi proprietd dei sistemi. <4
Tale approccio quantitativo alla considcmziun@ﬁ:fla propricta della rugosita
¢ offerto sulla base delle ricerche della sc(igiﬂc seguente.

Dalla teoria ¢ noto che i DS grezzi i:p??:colc dimensioni fanno ovunque set
nello spazio di tutti i DS (il cusid@ho "Sistema Morse - Smale") forniti con
topologia C1 sono densi. Ag}me dimensioni degli spazi del DS anche se
non ci sono analoghi assohffi dei "sistemi di Morse - Smale", ma alcuni sono
dati qualitativi necessari ¢ sufficienti al di sopra di una condizione di rugosita
del DS che approva anche la densita degli insiemi di DS grezzi in una certa
misura. Quanto detto sopra richiede una definizione del problema della

comparazione dei sistemi grezzi sul grado di rugosita, cioé l'introduzione di
misure quantitative della rugosita del DS,

4.1.2. Metodo di misura della rugosita topologica della DS

A. Misura della rugosit topologica di DS per dwbnma;fu'm iperbolico.
Molti risultati fondamentali nella teoria della rugosita del DS sono stati
ricevuti da A.A. Andronov ¢ dalla sua scuola. Nel noto lavoro di A.A.
Andronov ¢ L.S. Pontryagin, pu'hblicnlu nel 1937 anno in relazioni
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dell'Accademia delle Scienze dell'URSS, ¢ stato introdotto per la prima volta
il concetto di rugositd che viene chiamato concetto di rugosita secondo il
successivo Andronov - Pontryagin. Ma questo concetto definisce un quadro
qualitativo della rugosita, cioé definisce solo g-prossimitd dell'omeomorfismo
che sta effettuando l'equivalenza della perturbazione ¢ nessun sistema di
perturbazione a identico.
Ci fermeremo su un concetto di ruvidita secondo Andronov-Pontryagin.
L'ordine n DS ¢ considerato

x = F(x), (4.1.7)
dove x=x(1)€ Rn & un vettore di coordinate di fase, una F é n-dimensionale
funzione vettoriale differenziabile non lineare,

1 sistema ¢ chiamato rough secondo Andronov-Pontryagin (ulteriore
sistema rough) in qualche area G se sistcr@"}nizinlc (4.1.7), ¢ il sistema di
perturbazione definito in una smtoam\v{ﬂlrnrcn GG

% = F(%) + (%), Q\o‘?‘ (4.1.8)
dove f (x) & una funzione vetg_@%]c differenziabile, piccola sulla norma, sono
£ - identici, cioé ci sono %{%ni.ﬁ aree come quella di D,Dc G cGeperloro
soddisfano una condizione: cosa - era & > 0, & possibile trovare § > 0 che se
(4.1.8) & & vicino al sistema (4.1.7.) nell'arca , allora le Garee di divisione
traiettoric dei sistemi (4.1.8) e (4.1.7.) € sono identiche ("ha strutture
topologiche identiche e "sono distorte" o "spostate” una rispetto all'altra meno,
che su "e"). Questo fatto si registra in uno sguardo
(0, (4.1.8.))=(D, (4.1.7)). (4.1.9)

Se l'ultima condizione non ¢ soddisfatta, allora il sistema non sard
approssimativo secondo Andronov - Pontryagin.

Notiamo che la determinazione di 8-prossimitd ¢ c-identitd significano

rispettivamente: per tutti i 5 (x) analitici, i= i=.T,n si svolgono [|[|[|<3, [naf

139




(x)/ ag<8, j=1,nci sono funzioni biunivoche ¢ continue Xi-yi(x), i sistemi
che traducono ogni traiettoria (4.1.8.) ¢ tali che

[ll xi-Xay< €
dove ||| - || | sono norme vettoriali di qualsiasi aspetto.

Cosl, in questa determinazione della rugositd si suppone che le
perturbazioni siano moltiplicative (parametriche) ¢ riguardino la parte giusta
(4.1.7.), ma ¢ ovviamente possibile ampliare un concetto assumendo che le
perturbazioni della parte giusta siano possibili anche additive (estemne, di
allarme). In tal caso, sistema (4.1.7.) che presentiamo nella forma

x = F(x,q,8), (4.1.10)
dove #*? & un vettore dei vari parametri, #* ¢ un vettore di ingressi additivi
esterni (perturbazioni) del sistema. Quindi il sistemainiziale prende una forma
% = F(xq,8,), @
dove gocRp, gocR# sono tassi nominali {qg’t’m perturbazioni) di vettori di g,
g OQ'

Inoltre, in questo capitolo I:i)«rugositil del sistema (4.1.7.) & intesa nel

senso sopra indicato, cioé Iz éﬁbsil& secondo Andronov-Pontryagin.

4.2. Alcuni concetti e definizioni della teoria dei sistemi dinamici

Qui in questa sezione prenderemo in considerazione alcuni concetti ¢
definizioni della teoria dei sistemi dinamici necessari per l'enunciazione ¢ la
comprensione della teoria della rugosita enunciata in questo capitolo.

Allinizio senza perdere la comunitd (per motivi descrittivi)
considereremo i sistemi DS del secondo ordine, cioé con geometria sul piano
o uno sguardo

x=Fi(x,y),y = Fy(x,y), 4.2.1)

dove x,yeR sono coordinate di fase, r;, F2 sono funzioni continue.
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Poi, il piano x, y é chiamato piano di fase, e ogni punto su di lei
rappresenta una condizione di sistema. La tmiettoria di ogni punto
("rappresentare” punti) nel corso del cambiamento di una condizione di
sistema nel tempo porta il nome di una traiettoria di fase.

Se la soluzione del sistema (4.2.1.) comrispondente a questa traiettoria di :
viene definita per tutti i valori t, -o<t<+, questa traicttoria viene chiamata
la traiettoria intera.

Insiemi di punti T a 1 2 a (o ¢ < a) semi-traiettoria positiva (ncgativa)
assegnata da T e designata attraverso T+, (7-).

Curva integrata sul piano di fase che soluzione equazione differenziale

ricevuta dalla divisione secondo (4.2.1) primo

dy _ Fa(xy)
&= Ry DEY>EA

0. (4.2.2) Q/O
Allo stesso tempo, in quel caso specifich, le curve integrate e le traiettorie di
fase possono coincidere, ¢ generaphénte non coincidono.

Per ogni punto (x, y) dei sislc@:\tt.l 1.) & possibile confrontare un vettore con
Fifx, y) e F2(x, y). In qurQB o DS definisce il campo vettore sul piano delle
fasi. Viene chiamato punti speciali del campo vettore o sistema (4.2.1) punti
in cui ¥= y=0, cioé la parte destra (4.2.2.) € uguale a zero ¢ la direzione di un
vettore vagamente

Fi(x,y) =0, F(x,y)=0. (4.2.3)

Sul piano delle fasi si distinguono 6 tipi di punti speciali: "nodo", "nodo
dicritico”, "nodo degenerato”, "sella", "fuoco™ e "centro”. Questi tipi di punti
speciali sono determinati da autovaloriAl, A2 ¢ autovelox x/, x2 matrici di una
parte lineare in questi punti

aF,/dx dF,/dy (4.2.4)

A .
A2 o ax ok oyl
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Le corrispondenti serie di traicttorie di fase che sono chiamate ritratti di

fasc sono mostrate nella Fig. 4.1.
. "- 1 ' : &

’l-

' ; ¥

0 - )
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Allo stesso tempo per i punti speciali (SP), tranne il tipo "centro” ¢ "sella" a
scconda del segno della parte valida A1, A2 distinguono SP stabile e instabile
(si considera la stabilitd attraverso Lyapunov).

Il punto speciale (x0, y0) si chiama isolato se esiste la vicinanza di un
punto (x0 , y0) in cui, tranne questo punto, non si trova piti alcun punto
speciale. Nel caso in cui tutti i punti di una curva sono punti speciali
(condizioni di equilibrio) cioé per tutti i punti viene effettuata (4.2.4), allora
tale curva ¢ chiamata la linea speciale del sistema.

Uno dei modi di creazione dei ritratti di fase & il metodo isoclinico. Gli
isoclinali sono chiamati le curve determinate da rapporti:

Fi(x,y) + ¢\F2(x,y) =0, Fi(x,y) +cF; =0, (4.2.5)

dove ¢/, c2 sono costanti in cui tutte le dimzionj\dclle tangenti alle traiettorie
sono identiche. A ¢/ = 0 riceviamo ad una @\ﬁnulc di inclinazioni verticali,
¢ a ¢2 = 0 inclinazioni orizzontali. 05_;((’
Nel caso del DS lineare il tipo di ES’]““ speciale definisce il movimento del
sistema in caso di deviazioni (@ﬁ?pumo speciale. Per i sistemi non lineari il
tipo di un punto speciale (%qfx;isce il comportamento delle traicttoric di fase
solo in alcune piccole vifinanze SP.

In una ricerca di sistemi non lineari un ruolo importante ¢ svolto da
traiettorie speciali. Trattatele: ad eccezione dei punti speciali, queste sono le
traiettorie chiuse isolate che vengono chiamate cicli limite e le linee speciali
sono separatrici.

I cicli limite possono essere sia stabili che instabili. T cicli limite stabili
hanno ricevuto il nome di auto-oscillazioni. Quando si parla di stabilita dei
cicli limite, in vecchio senso si parla solo di stabilita orbitale.

11 ciclo limite & detto orbitale stabile se come per una semi-traicttoria positiva
di T+, ¢ la semi-traiettoria negativa di T - a qualsiasi set € > 0 pud specificare
5> 0, esso che a qualsiasi traiettoria di T' passando a t=t0 attraverso qualsiasi

punto di M' la vicinanza di M appartenente a &' /a semi-traiettoria T'+
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(secondo T'-). Qualsiasi traicttoria che non sia stabile orbitale & orbitale -
instabile o speciale. Notiamo che la stabilita orbitale & diversa da quella di
Lyapunov.

Le separatrici dividono il piano di fase in aree con traiettoric di fase di vario
tipo. Nelle vicinanze di un punto speciale come "sella” di una separatrice sono
asintoti e sono chiamati anche baffi di sella. 1 punti speciali dividono l'area in
sottozone, che sono punti di traiettorie non speciali. Tali arce sono chiamate
cellule elementari (o solo cellule) sistema dinamico sul piano delle fasi.

Concetti importanti di una ricerca qualitativa dei sistemi dinamici sono i
concetti di omeomorfismo e di identitd.
Definizione 4.2.1. La mappatura topologica o omeomorfismo del piano (area)
in sé & chiamata mappatura biunivoca e bilntcml_r{ncntc continua del piano
(arca), ¢ le immagini geometriche che possi\ﬁ' essere ricevute l'amico
dall'amico dalla mappatura topologica & gegtj(dmarﬂy.

In tutte le possibili mappature l(ﬂfﬂugiche alcune linee di divisione del
piano di fase in traiettorie poss@o cambiare, ed altre possono rimanere
invariabili o topologiche inv%:@g}i: per esempio, la traiettoria chiusa rimane
chiusa, c'¢ un numero e tipi(ﬂi punti speciali, ci sono tipi di cellule invariabili,
ecc. Per la caratteristica comparativa delle strutture topologiche della DS esiste
un concetto di identita.

Definizione 4.2.2. Due strutture topologiche, o comunque quadri qualitativi
di suddivisione del piano di fase nelle traiettoric (o aree su una traicttoria)
impostate da due sistemi di sguardo (4.1.12.) sono chiamati identici se esiste
omeomorfismo al quale le traiettorie di un sistema sono mappate nelle stesse
traicttorie di un altro sistema. Allo stesso tempo l'insieme dei dati sulla natura
dello stato di equilibrio (circa il tipo di punti speciali) un posizionamento
relativo dei cicli limite ¢ l'andamento dei separatori & chiamato schema di

roitura su una fraiettoria.
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Nel caso di sistemi di ordine elevato (n >3) nello spazio di fase, il
carattere (tipo) di punti speciali, linee speciali e cicli limite diventa complicato
e non ¢ sempre cosi semplice parlare di tipi concreti di punti, come sul piano
di fase, almeno perché allo stesso tempo gli autovalori di una matrice lincare
¢ frequente su due, e un insieme e quale di essi caratterizza definitivamente il
tipo di un punto speciale.

A n 2 3 nei sistemi dinamici ci sono fenomeni impossibili per i sistemi
bidimensionali. Appartengono a tali fenomeni l'emergere di oscillazioni
caotiche ¢ di strani attrattori (le varieta attrattive) che appaiono in spazi di
fase con comportamento instabile delle traiettorie. Questi fenomeni possono
insorgere al variare dei parametri dei sistemi delle equazioni differenziali non
lineari, in particolare, la loro comparsa ¢ legata 3Jl‘cmergcm di turbolenze.

Il termine "strano attrattore” ¢ stato inscﬁlog\‘ﬁ.Ruclle e F. Takens nel 1970,
ma prima dei lavori legati alle ricerche \gtﬁ’-fnodelli E. Lorenz era un po' usato
nella letteratura scientifica. Allo sklﬁso tempo il termine "attrattore” indica
qualsiasi varietd attrattiva (u\rs\l\;l\sicme continuo), per esempio, stato di
equilibrio (punti speciali ugS‘F), cicli limite, e il termine "strano attrattore”
indica i movimenti qugsipcrio-dici ad essi e ha messo radici solo dopo
I'emergere di interesse per il lavoro del meteorologo americano E. Lorenz del
1963 dove era considerato un modello di dinamica dell'atmosfera in cui a certi
parametri in alcune arce limitate dello spazio di fase ci sono oscillazioni
caotiche chiamate ora da "uno strano attrattore di Lorenz" (a volte
semplicemente "attrattore di Lorenz").

La teoria dei sistemi dinamici & piii sviluppata, in particolare, la teoria della
rugosita del DS, solo per n = 2 casi sul piano delle fasi, per gli ordini clevati
(n = 3) ricerche attive, prima di tutto da parte dei matematici, soprattutto nei
nuovi promettenti aspetti scientifici e applicati le direzioni connesse con lo

studio di strani attrattori, biforcazioni e incidenti sono ora condotte.
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Allo stesso tempo, sulla revisione della letteratura che viene effettuata
dall'autore nel campo della teoria dei sistemi dinamici ¢ possibile affermare
che non esistono oggi metodi efficaci per una ricerca quantitativa delle
propricta del DS, in particolare la propricta della rugosita. Ma ¢’ una ricerca
¢ uno sviluppo di tali metodi. Uno dei tentativi di completare tale lacuna nella
teoria della rugosita del DS & anche fatto sulla base della teoria offerta
dall'autore in questo lavoro che ¢ chiamata "la teoria della condizionalita della
rugosita topologica” o in breve "la teoria della rugositd topologica” che si basa

sul corrispondente metodo della "rugosita topologica”.

4.3. Biforcazione dei sistemi dinamici

Anche il concetto di biforcazione di questi sistcnj\é streitamente connesso
con un concetto di rugosita dei sistemi dinam’@%omc gid in precedenza ¢
stato notato, il termine biforcazione signig_gi "biforcazione" e appartiene a
qualsiasi cambiamento spasmodico chﬁ?ﬂienz al cambiamento principale dei
parametri di qualsiasi sistema, {lé.‘{\sso dinamico, ecologico, cconomico,
sinergico, ecc. Q_?.

L'inizio dei lavori sulla lc&rci?: delle biforcazioni dovrebbe essere portato ai
lavori di H. Poincare dove ha indagato le dipendenze delle condizioni di
equilibrio sul parametro. Il contributo significativo alla teoria delle
biforcazioni ¢ stato dato anche dallo scienziato americano E. Hopf.

L'enorme contributo alla teoria delle biforcazioni & stato dato da A. A.
Andronov e dalla sua scuola. In sostanza hanno considerato tutte le questioni
delle biforcazioni sul piano delle fasi: biforcazioni di disposizioni di equilibrio
(punti speciali), biforcazioni di cicli limite, ecc.

Molta attenzione € rivolta alle questioni delle biforcazioni nelle opere di V.1.
Amold, D.V. Anosov e dei loro colleghi. In questi lavori sono gid condotte
ricerche di biforcazioni e caratteristiche per grandi ordini di sistemi (n = 3),

sulla base dei moderni metodi topologici,
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4.3.1. Concetti di base e definizioni della teoria della biforcazione dei
sistemi dinamici

Alla definizione ampliata ¢ rigorosa di un concetto di biforcazione
avviene quanto scgue.

Definizione 4.3.1. I valori del parametro g=go (sia scalare, sia vettoriali) da
cui dipende qualche proprietd qualitativa §=5(q) ¢ detto ordinario se esiste
finale piccolo
£> 0, & che per tutti g soddisfacendo alla disuguaglianza

lq—q,lI<e (43.1)
la condizione di somiglianza é soddisfatta
S(q@)=Sq0). \-’L (4.3.2)

Se non ci sono vicinanze g = g per lcq’@lﬁ si effettua (4.3.2.), tale valore
del parametro ¢ viene chiamato bybrc@q'bne. e il fenomeno corrispondente a
questo valore del parametro qvigg\&iamalo biforcazione.

Nel caso di sistemi di&i;ici nello spazio delle fasi come proprietd
considerata, si accetta la eﬁmum topologica della suddivisione dello spazio
delle fasi in curve integrate. In molte fonti della letteratura straniera, invece
del termine biforcazione, il termine "biforcazione" incontra spesso il termine
"catastrofe”, in particolare nelle opere sulla teoria delle caratteristiche delle
riflessioni.

1l valore della teoria delle biforcazioni per una ricerca sui sistemi dinamici &
immutabile, tanto che & ovvio citare, per esempio, le parole di H. Poincare a
questo proposito, "che le biforcazioni come torce, accendono un passaggio dai
sistemi dinamici studiati a quelli inesplorati®.

Sul piano delle fasi possono essere biforcazioni: emersione o scomparsa ¢
punti speciali (condizioni di equilibrio), cicli limite, fusione o divisione di

separatrix, ecc. Allo stesso tempo la biforcazione di emergenza 0 scomparsa
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dei cicli limite porta il nome speciale di biforcazione di Poincare - Andronov
- Hopf sui nomi delle biforcazioni scientifiche che hanno dato il maggior
contributo alla teoria e indagando questo tipo di biforcazione storicamente la
prima ed & la pii completa, Ma nella letteratura modema il nome di questa
biforcazione come biforcazioni di Hopf n cui aderiremo in questo lavoro ¢
diventato phi forte,

Nei sistemi dinamici multidimensionali sono possibili anche biforcazioni pi
difficill, in particolare biforcazioni di emergenza o scomparsa di vari insiemi
invarianti, ad esempio, dei cosiddetti strange attractors,

Le varictd attrattive nello spazio delle fasi in cul § movimenti delle traiettorie
di fase hanno carattere caotico sono chiamate attrattor! strani, ciod le
coordinate di indagine dei punti delle traicttorie nqn sono determinate dalle
coordinate precedenti dei punti (lmprcvcdlbl&ﬁ}ilcl comportamento delle
trafettorie). Neghi ultimi decenni nltrihulil;lﬁib allo studio di tali fenomeni
legati al caos ¢ alln turbolenza un signfficato enorme, sin dal punto di vista
informativo che dal punto di vis;@nppllcallvn. Esso & innanzitutto legato al
ruolo di prospettiva genernle Quhnnmln delln conoscenza dei fenomeni del
cuos ¢ di un ordine. <

Per lo studio delle biforcazioni vari metodi di ricerca generalmente qualitativa
del sistemi, ad esemplo, metodi della teorin delle caratteristiche delle
mappature continue o nel caso piis semplice ln teorin delle dipendenze dello
stato di equilibrio da parametro, Metodi di ricerca quantitativa analogica &
usata raramente ¢ di norma per i sistemi di basso ordine,

Distinguere le biforcaziont locall e non locall,

Biforcazioni locall sono tali biforenzioni di ritratti di fase che avvengono

in prossimith di punti speciali e cicll limite, ¢ non locall rispettivamente
lontano dall'ultimo,

Forniremo alcuni terminl e definiziond della teorta delle biforcazioni,
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Definizioni 4.3.2. Un punto speciale iperbolico ¢ chinmato il punto speciale
in cui uno qualsiasi degli autovalori di una parte lineare del sistema non giace
su un asse immaginario secondo non iperbolico Il punto speciale in cui un
qualsiasi autovalore gince su un asse immaginario ¢ chinmato,

In insiemi di campi vettoriali mono-parametrici non iperbolici si incontrano
punti speciali di due tipi: un autovalore di un punto speciale ¢ uguale a zero 0
due ¢ immaginario pulito diverso da zero autovalori, e gli altri non giacciono
su un asse immaginario,

Definizione 4.3.3, 11 diagramma di biforcazione ¢ chiamato il diagramma in
cul viene mostrato linserimento delle soluzioni di biforcazione delle
equazioni dei sistemi dinamici in funzione dei parametri con l'indicazione
della loro stabilitd e instabilita, X
Definizione 4.3.4. L'equazione di hU’ur@r\f\rfnc ¢ detta l'equazione che
determinn le "ampiczze" delle diramnzis&[lelle soluzioni delle equazioni dei
sistemi dinamici in prossimita di utﬂmlo di biforcazione.

Per una spicgazione del {Sigt; delle definizioni 4.3.3 ¢ 4.3.4 faremo un
esempio ampiamente noto,Q-

Che il sistema sia Jescritto dall'equazione

x = F(x,q), (4.3.3)

dove ¢ & il parametro, X€ Rn ¢ un vettore di stati,

Inoltre lasciamo per / quella coordinata di una condizione di sistema (4.3.3)

abbiamo l'equazione
% = Fi(x,q). (4.3.4)
Poi nelle vicinanze di qualche valore di biforcazione del parametro g=qc
avremo delle decisioni
xi (4.Q) = xy(q,) + oy, (1), (4.3.5)
dove xm(qc) & uno stato costante (equilibrio) a g=gc , a; ¢ *ampiezze®, la

rilevazione delle decisioni x; (t,q), @,(t) sono funzioni di diramazioni (4.3.3)
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in prossimitd di un punto di biforcazione g=qc . Allo stesso tempo g
determinate "ampiezze" dalle equazioni di biforcazione

a; = G(a;,p) - (4.3.6)
Per un esempio dell'equazione

a=—a'+qa, 437

avremo due decisioni fisse
a=0na = +,/q,(4.3.8)
e il diagramma di biforcazione ¢ presentato nella Fig. 4.2.

+

Fig. 4.2. OQ-

4.4, Concetto di "tipicita" dei sistemi

Rapporto tra "rugosita”, "tipicita” e "giperbolicita",

La "tipicita” ¢ uno dei concetti fondamentali della matematica moderna. La
"tipicita” & definita come la proprietd dei sistemi appartiene ad un insieme
stabile e continuo di sistemi. Talvolta si parla di "tipicita" come di proprictd
di sistemi di "disposizione generale", cioé di proprieta di sistemi caratteristici
per alcuni oggetti matematici. ‘

Ad esempio, i sistemi grezzi sul piano formano sistemi "tipici" e sono il
denso insieme aperto ovunque nello spazio di tutti i sistemi del tipo
considerato, la topologia Cl fomita. Andronov A.A. scuola si dimostra
coincidenza di concetti di rugosita e "tipicita” per i sistemi di un basso ordine
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n <2 completamente coincidere. Per i sistemi di ordine superiore n > 3 questi
concetti non sempre coincidono ¢ hanno le differenze. Dal punto di vista della
"tipicitd" la biforcazione ¢ definita come "riorganizzazione" dell'oggetto tipico
a seconda del parametro (parametri) a valori critici di questo parametro.
Utilizzando un concetto di "tipicita" & possibile parlare anche di
biforcazioni "tipiche" dei sistemi. Attivamente ha utilizzato l'idea di "tipicita”
nelle opere e lo scienziato francese R. Thom per una conclusione dei risultati
sulla teoria della catastrofe, descrivendo allo stesso tempo in sostanza insiemi
di biforcazioni "tipiche" per la descrizione delle cosiddette catastrofi
elementari. Le ultime in effetti biforcazioni di famiglic "tipiche" dei sistemi in
funzione di un gran numero di parametri.
Procedendo dalla "tipicita” sul piano ci sono solo cinque biforcazioni
"tipiche". Tre di esse sono biforcazioni l@i\ff la nascita della posizione
degenerata dell'equilibrio (un punto spégtle) che si sta spezzando su due
iperbolici ("sella” e "nodo"); la nase_@rdi un ciclo limite da fuoco degenerato;
la nascita del ciclo limite dcggnjéﬁlu che si sta spezzando su due iperbolici
("fuoco”, "sella"). Due IQc?-duc biforcazioni di carattere globale questa
nascita di un ciclo limit&da ciclo seperatrix loop a sella o da ciclo separatrix
loop a sella - nodo e trattano situazioni degenerate.

In un caso multidimensionale, la traicttoria dei sistemi diventa pit
difficile. In questo caso il comportamento "difficile” delle traicttoric non éun
fenomeno raro, e il comportamento "semplice” caratterizza solo in questo
modo i sistemi chiamati di Morse - Smale.

Definizione 4.4.1. 1! sistema (un flusso, la cascata) di Morse - Smale &
chiamato il sistema dinamico liscio (un flusso o la cascata) impostato sulla
varieti chiusa di M se tutte le sue traiettorie aspirano (in entrambe le parti nel
tempo) ad alcune traiettorie periodiche (comprese le disposizioni di equilibrio
in caso di una melassa di flusso e punti immobili in caso di cascata), ¢

traiettorie periodiche numero finale ¢ tutti iperbolici, ¢ le loro varietd
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invarianti costante ¢ instabile sono nella disposizione generale, i.e. sono
attraversati solo & trasversale. Allo stesso tempo un diffeomorfizm p a cui
procedura di iterazione la cascata Morse - Smale risulta & chiamato il
diffeomorfizm Morse - Smale.

Sistemi del genere sono stati introdotti da S. Smale nel 1960. Ha ricevuto
disuguaglianze che collegano numero di traiettorie periodiche di vario tipo con
gomologiya di varieta di fase. Le disuguaglianze note di P.Morse per numero
di punti critici di funzione liscia f possono essere considerate come il caso
speciale che si sta rivelando quando il sistema dinamico & un flusso di x =
grado f.

I sistemi di Morse - Smale rappresentano in sostanza una
generalizzazione naturale su un caso mullidimcngiunnlc di condizioni che
sono state specificate da A. Andronov e L. Peﬁ%”yagin come condizioni di
rugosita dei corsi d'acqua i piani. Ma cgfé’ primo risultato sostanziale S.
Smale ha ricordato ai risultati di P.Ms{lﬁ!‘i sistemi di Morse e non era legato
alla rugosita, il nome dei sistemi orse ¢ Smale ha messo radici.

Allo stesso tempo S. Smalc@hﬁall'inizio significava comunicazione con la
teoria dei sistemi grezzi ¢ présupponcva che i sistemi di Morse - Smale fossero
grezzi. E stato poi dimostrato da S.Smale e J. Palis.

Nei sistemi di Morse - Smale l'importanza sa di "traiettorie non erranti".
Definizione 4.4.2. 1l punto 0 & chiamato "non vagare" sc per qualsiasi sua
vicinanza ad A4 e qualsiasi T > 0 c'¢ t > T che ¢,A N A # @. Poi tutti i punti
@f & "non vagare"; la traiettoria corrispondente {p{} si chiama "traicttoria
non emante”.

I punti non vaganti formano il sottoinsieme chiuso invariante £ spazi di
fase.

Nel sistema Morse - Smale solo le traiettorie periodiche non sono
vaganti (comprese le disposizioni di equilibrio). Pertanto il sistema di Morse

- Smale & ancora definito come sistema in cui l'insieme dei punti non erranti &
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costituito da traiettorie periodiche ip;:rbolichc numero finale traicttorie
periodiche che le varietd invarianti sono attraversati solo ¢ trasversale.
In caso di piccole dimensioni dello spazio di fase i sistemi approssimativi
sono nella precisione del sistema di Morse - Smale. Ma in coppic
multidimensionali ci sono sistemi ruvidi, carattere piu difficile. Tale caso ¢
stato trovato da Smale, sull'esempio del cosiddetto "ferro di cavallo di Smale”,
dove si osserva il sistema grezzo con un numero infinito di traicttorie
periodiche. Tali sistemi grezzi "difficili" si differenziano dai sistemi del Morse
- Smale in generale per il fatto che quel ruolo che in essi ¢ giocato dalle
traicttoric periodiche nei sistemi grezzi "difficili”, ¢ giocato dai cosiddetti
insiemi iperbolici.
Per la cascata liscia {fn} con la varicta a fase &hiusa di G si procede come
segue. OY\‘\'
Definizione 4.4.3. Compatto invnriux\lsq;(((costiluilo da tutte le traiettoric)
l'insieme di M&G ¢ detto ipcrbolis}sc per ogni punto di x€M lo spazio
tangente di TxG decade nella s&i‘nﬁn dirctta

dg‘?; B QE, (4 A1)
inmodo talechea & € éf. neE;, n20:

a) (") &l < algle™,  |(F")El 2 bl&le™
6) (")l 2 bnle™,  1(F")'nl S alnle™

dove a, b, ¢ sono le costanti positive, che non dipendono dax, , ¢, n. Subspace
E! é chiamato stabile (contratto), e Ex é instabile (si estende);
Questi sottospazi sono definiti dalle proprictd a), b) & univoco, le loro
dimensioni sono localmente costanti ¢ dipendono da x & continuo.
Per un flusso regolare X = F(x) su G.
Definizione 4.4.4. L'insieme compatto invariante di McG & chiamato
iperbolico se tutti appartencnti alla sua posizione di equilibrio (quando sono
disponibili) sono iperbolici (il loro numero finale), un insieme

B=M\(x=flx) =0),
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¢ chiuso e per ogni punto di x€B lo spazio tangente di Tx G decade nella
somma diretta
T,G = B @ E! @ Rf(x), (4.4.2)

inmodotalecheaE € B3 ,n € E;, 120:

2) |8l < algle™, |o_g] < nlgle™;

b) |oin| < sinle®, Jo_n| < alnle™,

dove a, b, ¢ sono le costanti positive, che non dipendono da x, #, ¢, &
Generalmente, un insieme finale di traiettorie periodiche (a cui appartengono
anche le disposizioni iperboliche di equilibrio nel caso di un flusso) formano
un insieme iperbolico. 1l caso privato, quando tutta la varictd di fase ¢ un
insieme iperbolico.

Sistemi con I'ultimo caso sono stati introddtti e studiati dal famoso
matematico D.V. Anosov che sono chinnlg/ﬁ% lui sistemi a U, ma in
letteratura portano anche altri nomi di sist&yfi (flussi, cascate, diffeomorfizm)
di Anosov. In generale la dcﬁnizionge@un insieme iperbolico ¢ stata data da
S. Smale. E 'dimostrato che, i si@ di Anosov ruvido.

Nella teoria iperbolica sonc}(qy?ﬁ le condizioni di rugosit dei sistemi dinamici
determinate dall'ipotesi di Smale. Sccondo questa ipotesi la rugositd dei
sistemi dinamici richiede anche abbastanza che I'insieme dei punti non erranti
fosse iperbolico e che le traiettorie periodiche fossero dense in lui, e che le
varietd stabili e instabili di traicttorie non erranti fossero attraversate ovunque
fosse trasversale. Smale ha dimostrato che quando si eseguono queste
condizioni una struttura di un insieme di punti non crranti, e quindi e tutto il
quadro qualitativo & possibile indagare piuttosto in dettaglio.

La sufficienza delle condizioni di rugosita & dimostrata da R.Robinson.
Per quanto riguarda le condizioni di rugosita sono dimostrate non per il caso

generale, e in casi particolari di sistemi di piccole dimensioni.
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La questione della necessita di un caso multidimensionale rimane aperta, per
il fatto che, come ha dimostrato Smale, ¢ legata a una questione di proprietd
"tipiche" dei sistemi dinamici che non sono completamente divulgate. Smale
ha cosi dimostrato che in un caso multidimensionale i sistemi grezzi non sono
densi nello spazio di tutti i sistemi.

Finora non si ¢ riusciti a trovare ancora tali condizioni per sistemi
multidimensionali che, come la rugositd in caso di piccole dimensioni,
sarebbero stati soddisfatti per il sistema "tipico” e ne avrebbero definito le
possibili proprieta (un esempio I'attrattore di Lorenz).

Quindi, una questione di proprictd qualitative della rugosita, prima di tutto ¢
legata a una questione di "tipicita” anche se & stata menzionata in un caso
multidimensionale in quanto poco prima si diﬂ;e\rcnzin da un caso di sistemi
di piccole dimensioni, ciod tali sistemi fu@%ﬁ) l'insieme denso che non &
aperto ovunque, ¢ formano l'insieme c\l'ss_gémicnc ovunque gli insiemi locali
densi. OQ'

Nella teoria dei sistemi grezzi \sgr}{; noti i seguenti due risultati principali sulle
propriet "tipich” dei sistegni dinamici.

1. Teorema di I(uplm<£ Smale: Nello spazio di tutte le dinamiche fluide i

sistemi

(flussi o cascate) di una classe (%, 221, su alcune varieta di fase "sono sistemi
tipici” che hanno tutte le traicttoric periodiche (comprese le disposizioni di
equilibrio (punti speciali)) sono iperboliche, ¢ invarianti varietd costanti e
instabili di queste traiettoric sono attraversate ovunque ¢ trasversale. Sistemi
con tali proprietd sono chiamati i sistemi (flussi, cascate, diffeomorfizm) di
Kupka-Smale, ciot i sistemi di Kupka-Smale "sono tipici". Da questo teorema
deriva che il sistema grezzo deve essere il sistema di Kupka-Smale.

2. Lemma circa il corto clrcuito (Lemm di Ch. Pyyu): s¢ un non ¢ punto
crrante di sistema dinamico liscio, allora tanto quanto vicino nel senso di cl

a questo sistema esiste sistema per il quale un & periodico.
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La conseguenza di questo lemma: nello spazio di tutto, i sistemi
dinamici dei sistemi di classe C1 che hanno punti periodici (comprese le
disposizioni di equilibrio (punti speciali)) "sono tipici" ovunque sono densi in
un insieme di punti non vaganti. Nel caso di C2 questo lemma non &
dimostrato ¢ giusto solo per C1.

Se affronta le radici fisiche di un concetto di ruvidita dei sistemi, allora, come
& noto dal lavoro di Andronov e Pontryagin, tali sistemi sono sistemi associati
con un comportamento "semplice” delle traicttorie.

In relazione a quanto detto sopra molti ricercatori pongono una domanda
¢ che ha dato la formulazione matematica generalizzante della domanda sulla
rugosita quando sono considerati "difficile” comportamento delle traiettorie.
Su questa domanda credo che nuovo e interessante _é un po . Quindi, & molto
difficile controllare sufficienti condizioni di d}l\E(':sitﬁ in casi concreti. In
particolare l'iperbolicita di tutta I'insiemscgei punti non erranti difficile ¢&
stabilito. Ancora piu difficile & stabil@‘la trasversalita di varieta invarianti
stabili e instabili. Ma namralmcnt\éj\\f:: rugosita locale di insiemi iperbolici ¢
abbastanza facile da trovare Q_g;]i esempi sono sufficienti nella letteratura
modemna secondo a teoria della rugositi e le sue applicazioni.

Allo stesso tempo, lo sviluppo di nuove sezioni della teoria della rugositd ha
portato alla nascita della moderna teoria "iperbolica” e ha anche contribuito
allo sviluppo della reoria delle biforcazioni. E queste duc teoric sono un
aspetto applicato della scienza molto importante.

I sistemi con un comportamento semplice delle traiettoric meritano pero
attenzione perché & essenziale che, sistemi con tale carattere di
comportamento questi siano i sistemi di Morse - Smale sono rozzi. Ma alle
stesso tempo, anche il fatto che nello spazio dei sistemi dinamici ci sono arce
interamente riempite da sistemi con un comportamento difficile delle
traicttoric & essenziale (per esempio, sistema con gli attrattori di Lorentz). Il

fatto che uno dei sistemi con comportamento difficile di traiettoric ruvide, €
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altri non sono ruvidi e che come quelli, e altri riempiono alcune aree, non in
modo cosi significativo.

E noto che nello spazio dei sistemi dinamici ci sono aree interamente riempite
da sistemi in cui alcuni dettagli di un quadro qualitativo del comportamento
delle traiettorie cambiano tanto quanto piccole perturbazioni in altre parole
sono riempite da sistemi non grezzi. Ma negli esempi conosciuti di tali estremi
¢ sensibile al cambiamento di sistema che alcuni dettagli "sottili" di un quadro
qualitativo possiedono. Nei sistemi fisici reali questi dettagli "sono spazzati
via" da dietro il rumore esterno ed inteno, quindi in realta forse non & cosi
importante che rimangano o meno a piccole perturbazioni.

Detto, risulta I'idea di modificare un concetto di sistema grezzo in modo che
a sistema grezzo a piccole perturbazioni non tutte le propricta qualitative, ma
solo cid che - che il principale, allora forse @&"fslcmi, sara forse tali sistemi,
sard "tipico" ¢ rimasto. Ma tale risultato, ﬂ_gﬂardantc la "tipicitd" e la "ruviditd"

N

non viene accolto. OQ-
In alcuni esempi di sistemi nt@g‘?r\czzi si osserva un‘iperbolicitd, pilt debole,
che negli insiemi iperbolicg-g;a non ¢ disponibile la formulazione generale

che coprirebbe tutti quc&i casi di iperbolicita.

s
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CAPITOLO 5. CAOS NEI SISTEMI DINAMICI

5.1. 5.1. Emersione di fluttuazioni caotiche (caos)

I sistemi che non soddisfano le condizioni di rugosita di cui al paragrafo
4.1. sono definiti non grezzi. Da numerose ricerche ¢ stabilito che gli insiemi
di sistemi non grezzi, cosl come i sistemi grezzi formano insiemi continui
negli spazi dei sistemi dinamici. E anche noto che gli insiemi di sistemi grezzi
¢ non grezzi sono divisi I'uno dall'altro da punti ¢ i campi di biforcazione, cioé
attraverso le biforcazioni di sistema passano non solo da un'arca (insieme) di
sistemi grezzi ad un'altra ma anche da sistemi grezzi a sistemi non grezzi ¢
viceversa.

Un brillante esempio di sistemi non grezzi sono i sistemi con un punto
di equilibrio come "centro”. Per quanto Wmh la teoria dei sistemi dinamici
non grezzi, si tratta di sistemi con pu\uﬂpecia!i non iperbolici.

Uno dei fenomeni nei gifemi sinergici che causano un‘enorme
attenzione da parte dei ricercatori in vari settori, le scienze sono i cosiddetti
strange attractors che mp;q(s-cnum le varicti attrattive nello spazio delle fasi
con comportamento caotico (caos) di traietioric in queste varietd. La ricerca
degli strange attractors attira linteresse ¢ quindi molti scienziati vedono rello
stadio di questo fenomeno un indizio dei misteri della natura della turbolerza
¢ del caos nei sistemi di varia natura fisica sono fisici, chimici, biologici ¢
anche nei sistemi economici ¢ sociali E rilevante anche il compito &
controllare il caos neid sisterm sinergici.

Da! punto di vista della teovia del sisterna di rugonith con il moviaento
Ca0tico (caom) siseerma nom ravido, ciok, gl atmation strami defmiceno Emiace=)
&3 smitermi mow rovide
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Il primo esempio classico di sistemi caotici con strani attrattori & stato il
sistema con il modello di Lorenz inaugurato nel 1963 dal meteorologo
americano Edward Lorenz (Massachusetts Institute of Technology).

E. Lorenz studiando le correnti atmosferiche per la previsione del tempo
aveva ricevuto il modello della convenzione termica nell'atmosfera sotto

forma di sistema del terzo ordine

x = G6(y—x),
y=px—y-—Xxz (5.1.1)
z=xy—fz,

dove x & la variabile proporzionale all'ampiczza della velocita del movimento,
e le variabili y, z riflettono la distribuzione della temperatura in un ancllo
convettivo, il parametro 6 rappresenta il numero di Prandtl, p & il numero di
Rayleigh, ¢ § = 8/3 ¢ un moltiplicatore geomctrit_:\g_j

11 pit delle volte si crede 6 = 10, ¢ il metro operativo & la quantita
p- Q_\b

Si stabilisce che lo strano amxl[gr\c di Lorenz con il caotico movimento
nello spazio delle fasi, sorge @1) valore p = 24,74, dictro un punto di
biforcazione di Poincare - Qﬁ? ronov - Hopf (Hopf) nel sistema (5.1.1). Allo
stesso tempo nello spazio di fase del sistema ci sono due punti di sella-fokus
instabili ¢ un punto di sella intorno al quale ci sono movimenti caotici in molti
sistemi sinergici, in particolare, tali movimenti sorgono nei laser a gas.

1} caos nasce in molti sistemi sinergici di varia natura fisica, ma ci sono
alcuni scenarl standard di transizione ai movimenti caotici.

| seguentl scenari di transizione al caos sono caratteristici:
A, Transizione al coos atiraverso ln cascala infinita di biforcaziont del
ruddappio del periodo (lo scenario universale di M. Feigenbaum),
13, ‘Transizions sIrMverso Valternanza;
¢, Fransizione miraverso lo biforcazionl di Hopf.
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R. Lo scenario universale di transizione attraverso la sequenza infinita di
raddoppio del periodo ¢ stato aperto dallo scienziato americano nel campo
della fisica matematica ¢ teorica Mitchell Feigenbaum nel 1976.

Al momento dell'apertura di Feigenbaum si sapeva che nei display discreti di
tipo

Xn+1 = Mxp), (5.1.2)

al cambio del parametro A > 0 il ciclo esistente con il periodo T perde stabilita,
e stabile & un ciclo con il periodo 2T, poi 4T, ecc. (Fig. 5.1). L'intervallo di
variazione del parametro A entro il quale il ciclo di periodo 2n ¢ stabile si
restringe rapidamente. Ad esempio, in funzione della parte destra (5.1.2) in
uno sguardo

) = Ay(1 = %), (5.13)

a 1< A <3 l'equazione logica (5.1.3) ha due @Nsp:cinli: x=0;e
x = (A-1)/A, allo stesso tempo l'inizio dSIg‘Euoniinntc ¢ il punto instabile, ¢ il

secondo punto ¢ stabile. OQ-
S
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Fig. 5.1.
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Con A = 3 inclinazione a x = (A-1)/A, supera l'unita (f =2-1) ed entrambi
i punti di equilibrio diventano instabili. A 3<1 <4 questa semplice equazione
differenziale descrive un insieme di movimenti multiperiodici e caotici.

Il processo di transizione continua fino a quando A non raggiunge il
valore Ac=3,56994 ..... Vicino a questo valore A al quale si verifica il

raddoppio del periodo si sottopone alla legge esatta

Ans i =hn
- 5.1.4
- — 4,66920 ( )

Questa relazione limite & chiamata numero di Feigenbaum.

Ai valori A, A= , ci possono essere iterazioni caotiche, cioé il
comportamento del modello sui grandi tempi non si mantiene all'interno di un
quadro di semplici movimenti periodici, ciog c'¢ il caos.

Dalle ricerche viene mostrato, come altre visualjzzazioni di uno sguardo
(5.1.2) dove f{x) & quadrato o funzione pii gé',ﬁ?cilc, si comportano in modo
simile, soddisfacendo la stessa legge (5. \bo)

Fenomeni di raddoppie del periodo Qﬁl cambio regolare biforcazione

Il parametro & chiamato lo sccn@b‘) universale di Feigenbaum sull'emergere
del caos che ¢ caratlcristi;éd.ﬁchc per i sistemi continui, in particolare il
sistema di Rosler.

B. 1l passaggio al caos che si trova pill spesso nelle applicazioni

alternanza (si rivela la fisica francese P. Manneville ¢ Y. Pomeau, 1980).

L'alternanza appare come costante (al cambio di parametro) scomparsa delle

oscillazioni periodiche a causa della loro interruzione schizzi caotici. Nel

processo di cambiamento del parametro i flash del caos diventano sempre pit
frequenti e lunghi. Per esempio, ¢ stata studiata la convezione in una cella con
gradiente di temperatura (convezione Rayleigh - Benard) o sistema

idrodinamico.
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Allo stesso tempo la durata media di una fase caotica o turbolenta del
movimento T cambia decisamente con il cambiamento di alcuni parametri del

sistema, per esempio, la dipendenza ha un aspetto

tx——, (5.1.7)
a-3)1

dove Ac ¢ il valore al quale il movimento periodico diventa caotico.

La transizione al caos attraverso l'alternanza nel sistema idrodinamico ¢
legata alla fusione e alla conseguente scomparsa di traiettorie periodiche
stabili e instabili.

La transizione al caos attraverso 'altemanza & possibile anche nel sistema di
Lorenz a un numero piuttosto elevato di Rayleigh (p = 166,2; 6 =10; p=8/3).
C. La transizione al caos attraverso la biforcazione Hopfa (Poincare-
Andronov-Hopfa) & stata considerata sull'ese@pm del sistema (attrattore) di
Lorenz (5.1.1). Questo scenario di lr%‘ejgnnc al caos ¢ anche standard
(caratteristica) di molti sistemi sincrg\ig\%

Di norma, uno scenario di lmn;'@g)ne verso il caos ¢é foriero di tale scenario
¢ la presenza al sistema d'ﬁec o pil oscillazioni periodiche simultanee.
Quando le frequenze di q@sle oscillazioni w1 e ©2 sono incommensurabili, il
movimento osservato su un essere non periodicamente, cioé
kvaziperiodicamente. Tali movimenti possono essere presentati su una
superficie che si verifica su un toro nello spazio delle fasi.

In tale sistema i movimenti caotici sono caratterizzati dalla distruzione

della struttura toroidale quasi periodica al variare dei parametri del sistema.

In alcuni sistemi sinergici a diversi valori di parametri & possibile

osservare tutti e tre i tipi di scenari di emergenza del caos.
‘Anche le transizioni di ritomo da movimenti caotici a periodici quando le
oscillazioni caotiche, essendo sorte a certi valori di parametri, attraverso un

certo periodo degenerano nel movimento periodico o quasiperiodico, sono
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note ai ricercatori del caos. Questo caos di transizione ¢ una conseguenza della
biforcazione o dell'improvvisa scomparsa dell'oscillazione caotica stabilita.

Il caos & possibile non solo nei sistemi dissipativi, ma anche in quelli
conservatori. Inoltre, come & noto trovare soluzioni alle equazioni della
meccanica celeste ha portato, alla fine del XIX secolo Poincare, all'assunto
che le soluzioni di molti problemi di dinamica sono sensibili alle condizioni
di ingresso ¢ i movimenti dei corpi sulle orbite sono imprevedibili. Allo stesso
tempo, esempi fisici di sistemi conservatori sono collegati a problemi di
calcolo delle orbite nella meccanica celeste e del comportamento delle
particelle nei campi elettromagnetici.

Anche se di norma, in condizioni reali terrestri nei sistemi dinamici ci sono
perdite di energia, in alcuni di essi, ad esempio, nej progetti strutturati o nei
risonatori a microonde, I'attenuazione non é skl;gﬁ}:fcntc. ¢ negli intervalli di
tempo finali possono essere considerati co\n)!é?ﬂrnlnri o sistemi Hamilton.

Nei sistemi conservatori si trovano glitessi tipi di moti oscillanti limitati,
come nei sistemi dissipativi, ciaf\sono possibili i movimenti periodici,
subarmonici, quasiperiodici @.?antici. La differenza principale tra le
oscillazioni nei sistemi dissfimlivi e conservatori é che le oscillazioni caotiche
nei sistemi dissipativi (con perdita di energia) trovano una struttura frattale a
differenza dei sistemi conservatori dove non esiste una tale struttura.

I sistemi conservatori sono caratterizzati dalla densita uniforme delle
probabilitd in aree limitate di spazio di fase e hanno altri riflessi di Poincare,
rispetto ai sistemi dissipativi. Ma la misura di una divergenza di oscillazioni

ravvicinate come gli indicatori di Lyapunov ¢& applicabile anche ad essi.

5.2, 5.2. Sisteml con oscillazionl caotiche
I modelli di numerosi esempi di sistemi in cui si riscontrano oscillazioni
caotiche o caos sono stati presentati nel cap. 3 prendendo in considerazione i

sistemi sincrgici. Si tratta di sistemi come il sistema Lorenz, Lengford,
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Rossler, Belousov-Zhabotinsky, il circuito di Chua, gli oscillatori Van der Pol
¢ Duffing ¢ altri, Da esempi di mappatura discreta, sono caratteristici
l'equazione logistica che descrive la crescita delle popolazioni ¢ anche la
mappatura Henon del tipo a ferro di cavallo ("Ferro di cavallo di Smale") ¢ la
trasformazione del "panettiere”.

Esempi classici di sistemi con dinamiche caotiche sono il sistema o l'attrattore
di Lorenz ¢ l'equazione logistica. Questi due esempi sono caratterizzati da
molte camtlcrislich:; della dinamica caotica, come le biforcazioni
subarmoniche, le traicttorie di risalita, il raddoppio del periodo, la mappa di
Poincare ¢ le dimensioni frattali.

In questo paragrafo prenderemo in considerazione alcuni sistemi ampiamente
conosciuti con dinamiche caotiche. i,

1l sistema di Lorenz. O\\\/

I sistema o attrattore di Lorenz & sloS'Oj'tﬁcmc il primo modello di sistemi
con dinamiche caotiche in cui in Egamnza nel sistema determinato sorgono
imprevedibili oscillazioni cns@}?\in una zona limitata dello spazio di fase
chiamata "attrattore" di L rg:&.

11 sistema di Lorenz & $faio ricevuto come risultato della modellazione delle
dinamiche dell'atmosfera.

Si considera lo strato liquido che si trova sotto l'influenza della gravita e che
viene riscaldato dal basso. Al di 14 di questo strato c'¢ una certa differenza di
temperatura. Al raggiungimento di una differenza di temperatura di
dimensioni piuttosto grandi, sorgono vortici di liquido in circolazione, in cui
l'aria calda (liquido) sale, ¢ il freddo scende. La corrente convettiva
bidimensionale ¢ descritta attraverso l'equazione classica di Navier-Stokes.
Alle piccole differenze di temperatura 4 il liquido non & mobile 7, ma ad un
certo valore critico 4 T nasce una corrente convettiva, cioé circolante. Questo

movimento & chiamato convezione Rayleigh - Benard.
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Lorenz che indaga l'equazione di Navier-Stokes scomponendo su fourier-
armoniche lungo le direzioni spaziali ha lasciato tre armoniche.
Di conseguenza, in una forma adimensionale Lorenz (5.1.1) si ricevono

equazioni che con un insieme di parametri o = 10, p = 8/3 ¢ variato p hanno

un aspetto

x=10(y — x),
y=px—y-xz (5.2.1)
z=xy—8/3z

-Nel sistema (5.2.1) a p < rl = 1,0 esiste I'unico punto speciale di SP1
(2,0,0,0) tipo "nodo stabile”. Inoltre a p = r7 = 1,0 nel sistema (5.2.1) esistono
i punti SP2 ([8/3(p - 1)]'2, [8/3(p - 1)]"* p - 1) e SP3 (-[8/3(p - 1)]'2, -[8/3(p
= 1)) p - 1) come "focolai instabili" appaiono altri due relativamente
simmetrici. Nello stesso tempo, p> rl si trnsfunn‘gj}\ un punto speciale come
"saddle-knot", &

Al valore p = rf = 1.345 nel sistema [(5_\2\":?) si verifica la biforcazione del

,\q&m ¢ 5P3, cioé lultimo giro in punti
speciali come "focolai stabili". A?f)= r2 = 13.926 nel sistema considerato c'é
un caos metastabile quando,g@altratmri di SP2 ¢ SP3 da globali si trasformano
in attrattori locali con alcune aree di attrazione.

cambiamento come i punti speciali

Inoltre, a p = r3 = 24,74, nel sistema si verifica biforcazione Poincare -
Andronov - Hopf (Hopf) quando gli autovalori 2 in punti speciali di SP2
diventano puramente immaginari. Il valore del parametro p = r3 attira
l'attenzione dei ricercatori con il fatto che a P > 13 py sistema (5.2.1) nasce
l'interessante fenomeno chiamato "uno strano attrattore” di Lorenz. Qui, in
un'area limitata dello spazio R3 intorno al punto di sella-foco instabile di SP2 4
ci sono oscillazioni caotiche che coprono un punto di sella di SP/. Nel sistema

ci sono anche altri punti e tipi di biforcazioni che in questo lavoro non sono
considerati,
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E accertato che in uno strano attrattore di Lorenz il movimento ¢ globalmente
limitato nell'area cllissoidale dello spazio delle fasi.

Mappa logistica (equazione).

E noto che l'equazione logistica ha ricevuto il nome in relazione ad un
compito relativo al sostentamento della popolazione animale (la logistica &
I'approvvigionamento, il sostentamento) ed & il modello semplificato delle
dinamiche delle popolazioni.

Lasciamo che xn rappresenti il numero di individui nel territorio isolato in un
anno con il numero », diviso per il numero massimo di individui che questo
territorio ¢ in grado di sostenere. Il numero della popolazione l'anno prossimo
¢ xn+1, dipende da quanti individui erano quest'anno, cioé da xn. Questa
dipendenza & rappresentata dalla mappatura logi_{ticn di uno sguardo (5.1.3):

f(x,) = Ax,(1 = x,), d&\é xnel. (5.2.2) -

Ovviamente, la dimensione 1 - xn, sq?rﬁpomionalc alla quantitd di cibo
disponibile. O altrimenti, in fase d@vicinamcmo del numero di popolazioni
di xn al valore critico'1, la qun\rbﬁ‘é\ di cibo, essendo costantemente ridotta, si
avvicina a zero. Il senso 6@«?6 del parametro A rappresenta la fertilita della
popolazione. Piu il valfre A & elevato, pill rapidamente la popolazione si
riprenderd dopo eventuali catastrofi. Ma grandi valori del parametro A portano
di regola a popolazioni caotiche. Le principali conclusioni connesse con il
movimento caotico nei sistemi descritti dall'equazione logistica sono date nel
precedente paragrafo 5.1., dove si nota che il caos nel sistema dell'equazione
logistica nasce attraverso la sequenza del raddoppio del periodo, caratterizzato
dal numero di Feigenbaum (5.1.4).

Circuito elettrico non lineare.

L'esempio del caos nel circuito elettrico ¢ stato mostrato dallo scienziato
giapponese Ueda in un circuito con un elemento induttivo non lineare. Questo
circuito & descritto dalla seguente equazione

Et+tkt+x3=rcost ( 5 3.3
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che in sostanza & un caso particolare dell'equazione di Duffing. Per mezzo
della modellazione su strutture informatiche analogiche e digitali di Ueda ha
ricevuto dinamiche caotiche di sistema (5.2.3) i cui contomi della mappa di
Poincare sono mostrati in

Fig.5.2.
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1l caos nei sistemi di controllo.
Nei sistemi di controllo sono possibili anche movimenti e oscillazioni
caotiche.
Considereremo il sistema del terzo ordine descritto dalle seguenti
cquazioni
m + &%+ flx) =-y,y + ay = klfx - xg()] + k2, (5 2.4)
dove y & la dimensione della forza creata da un anello di retroazione, e k! e k2
rispettivamente i coefficienti di retroazione per situazione e velocita xg() & un
segnale di base esterno.
Per il sistema (5.2.4) sono possibili due tipi di compiti di ricerca. Nel

pnimo caso, credere che il sistema sia autonomo, cioé un segnale di base di
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zero xg (1) = 0. In questo caso, viene indagato lo spazio dei coefficienti di kJ
¢ k2 per la ricerca di aree di equilibrio, oscillazioni periodiche o caotiche. Nel
secondo caso, un segnale di xg () periodico, cioé il peso si muove
periodicamente sulla traicttoria impostata. Poi, valori di frequenza e
coefficiente di rinforzo a cui il sistema si comporta sulla traiettoria
periodicamente chiusa o caotica.

Le oscillazioni caotiche del sistema (5.2.4) che si verificano come nel
primo caso per i sistemi autonomi e nel secondo caso con xg (1) periodico sono
state studiate da molti scienziati. Per esempio, a f{x) = x (x2 - I) (x2 - r) questo
sistema meccanico azionato ha tre disposizioni di equilibrio (punti speciali),
nel sistema sorgono sia periodiche su un ciclo limite, sia oscillazioni caotiche.
Anche le oscillazioni caotiche nel sistema (5.2_.@ con funzione di feedback
sono state studiate. O‘\\’

&
53.5.3. Criteri delle oscillazioni p4dtiche

Vi & una serie di approc@ﬁ:r determinare i criteri di emersione delle
oscillazioni caotiche o de&)@m nei sistemi dinamici. I criteri sono condivisi
su due tipi: su quelli %redittivi o teorici, che permettono di prevedere
l'emergere del caos, e su quelli diagnostici o sperimentali, che permettono di
stabilire l'esistenza o l'assenza del caos.

Il criterio predittivo per la previsione delle oscillazioni caotiche di
emergenza (movimenti) ¢ chiamato tale criterio che definisce l'insieme dei
parametri di funzionamento (o valore del parametro separato), che porta al
caos. Ai criteri predittivi appartengono innanzitutto il criterio del raddoppio
del periodo, il criterio dell'alternanza e del caos di transizione ¢ anche il
criterio dell'esistenza di traicttorie gomokliniche e il criterio di Chirikov sulla
Sovrapposizione delle risonanze per il caos conservativo.

Criterio diagnostico di emersione di oscillazioni caotiche (movimenti)

la prova che dai risultati delle misurazioni viene chiamata o permette di
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definire I'claborazione dei dati se era o ¢ sistema concreto in una condizione
di dinamica caotica. Per diagnosticare secondo criteri i criteri stabiliti per
mezzo di appartenenza fisica e
cspen'ménli numerici (a macchina) in cui spesso si utilizzano caratteristiche
diagnostiche come gli indicatori di Lyapunov ¢ la dimensione frattale.
Criteri diagnostici sperimentali di caos
Da numerosi esperimenti ¢ stato stabilito che in molti sistemi non lineari si
verificano oscillazioni caotiche nei valori dei parametri ad ampio spettro.
Nel capitolo 11l di questo capitolo sono stati presi in considerazione alcuni
esempi di emergenza del caos, per cui qui prenderemo in considerazione solo
due esempi di caos studiati sperimentalmente, ovvero un circuito elettrico ad
induttanza non lineare ¢ una particella potenzialmente con due fori o una trave
di curvatura longitudinale che sono cnmtteﬁmé@\ﬁll'cquaﬁone di Duffing.
1) Le oscillazioni forzate dell'induttanza rgb(ﬁneare in un circuito elettrico.
L'equazione ¢ stata data nel para@’o precedente (5.2.3)
indagata da Y. Ueda che viene prestntata nella forma adimensionale
.i’+%q=3}=rcusl. (5 3:1)
dove x é la corrente in indutfinm, k é la resistenza di un circuito, r é la tensione
irresistibile.
La dinamica del sistema (5.3.1) & definita da due parametri &, r e condizioni
di ingresso (x (0), % (0)). Al variare di questi duc parametri & stato ricevuto
l'insieme dei vari movimenti periodici, subarmonici e caotici che sono dati in
molte opere, in particolare a F. Moon. *
2) Le oscillazioni forzate di una particella potenzialmente con due fori.
I movimenti obbligati di una particella tra due disposizioni di equilibrio sono
potenziali minimi con due fori, sono descritti I'equazione come Duffing
E+dx-1/2x(1 -x2 ) = r cos o, (5.3.2)
dove & ¢ il coefficiente di attenuazione adimensionale, r ¢ la forza coercitiva,

o - la frequenza coercitiva, quantitd non dimensionale per mezzo della
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frequenza delle proprie piccole oscillazioni del sistema in uno dei potenziali
fori.

L'equazione (5.3.2) pud descrivere il movimento di una particella nel
plasma, il difetto di un corpo solido o, all'altoparlante di una curva
longitudinale di un fascio.

Poiché la caratteristica diagnostica serye contemporancamente
all'indicatore di Lyapunov. Allo stesso tempo, sul piano (r, w) al coefficiente
di attenuazione impostato &  ci sono aree di oscillazioni caotiche di una
configurazione difficile. A »>> Ir, il modo dinamico nel sistema (5.3.2) sard
vicino al modo che ¢ stato studiato da Ueda in caso di (5.3.1).

Criteri predittivi (teorici) del caos

La ricerca di criteri teorici per la definizione d_i\quali condizioni o parametri
impostati, il sistema dinamico considerato Egl\l\'cflﬁ in modalita caotica, viene
condotta solo per un caso concreto scpaﬂj’n‘mcnlc.

La sequenza di biforcazioni del m@ppiu del periodo pud essere un esempio,
considerato in particolare, Fcig&ﬁ‘gz\lum per la mappa quadrata.

Sebbene questi risultati si(SQo‘.tali generalizzati per una vasta classe di mappe
unidimensionali attraver$o la teoria dei renormgrupps, criteri di raddoppio
il periodo in cui non sempre viene effettuata per le mappe di ordine superiore.
Non di meno, lo scenario del raddoppio del periodo ¢ uno dei possibili modi
di transizione verso il caos. Nei sistemi fisici pit difficili, la comprensione del
modello del tipo di Feigenbaum pub essere utile per definire quando e perché
ci sono movimenti caotici.

Le principali teorie del caos che si traducono in criteri utili alla previsione o
alla diagnosi del comportamento caotico nei sistemi reali, sono le seguenti:
raddoppio del periodo;

traiettorie gomokliniche ¢ mappa a ferro di cavallo;

l'altemanza ¢ il caos di transizione;

criteri di sovrapposizione delle risonanze per il caos conservatore;
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teorie private per compiti con un potenziale che hanno diversi buchi.
In questa sede sono stati presi in considerazione alcuni dei criteri sopra
elencati
alla testa, quindi ci fermeremo ulteriormente sui criteri connessi con
traiettorie gomokliniche e mappa a ferro di cavallo e anche con criteri di
sovrapposizione di risonanze per il caos conservatore.
Traiettorie gomokliniche e mappa a ferro di cavallo.

Uno dei metodi teorici che ha portato alla creazione di criteri privati dei
movimenti caotici, si basa sulla ricerca di mappe di tipo ferro di cavallo ¢
traicttorie gomokliniche in sistemi dinamici di modelli matematici. Tale
procedura matematica nota come metodo di Melnikov, ha portato ai criteri del
caos come il numero di Reynolds che collega i para_gxctri del sistema.

Il criterio di una traiettoria gumoklinic@n\'alcmatico per metodo di
ricezione di un rapporto predittivo tra di variabili adimensionali del
sistema fisico. Questo criterio da cone)ﬁiune necessaria, ma insufficiente di
emergere del caos. Allo stesso lc@g: il criterio della traicttoria gomoklinica
pud anche generare cundizioq}.rcccssaﬁc ¢ sufficienti di prevedibilita del
comportamento del sistem& dinamico. Ad esso, in sostanza questo metodo
permette di definire se il modello possiede
proprieta della mappa a ferro di cavallo o della trasformazione del fornaio.

Nel caso della mappa a ferro di cavallo l'attenzione si concentra
sull'insieme delle condizioni di ingresso per le traiettorie che riempiono alcune
sfere nello spazio di fase. Se il sistema si comporta come mappa di tipo ferro
di cavallo, questo volume iniziale nello spazio di fase in azione
Gli altoparlanti dell'impianto assumono la nuova forma: la sfera iniziale si
amplia e si sviluppa (Fig. 5.3). Dopo molte iterazioni queste pieghe e
allungamenti generano una struttura frazionata, e si perdono le informazioni
csatte sulle condizioni di ingresso. Per le conformita di stabilimento tra
condizioni iniziali e successive del sistema
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¢ richiesta una precisione sempre maggiore. Con una precisione finale di
definizione del problema

la previsione diventa impossibile.

z
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Fig. 5.3. o3

Traiettorie gomokliniche. Co@oﬂamcmo di dinamiche non lineari ¢ caos
spesso é possibile risolvcré%u selezione discreta del movimento ghc si chiama
mappa di Poincare. Ncll(ﬁ mappa di Poincare di un punto, formare la sequenza
di punti nello spazio n - misurato, stabilendo in lunghezza alcune curve
continue chiamate da varieta.

Le traiettorie gomokliniche sono la sequenza dei punti chiamati da una
traiettoria.

Ad esempio, se si tratta di una traicttoria periodica con il periodo 3, allora

la sequenza di punti visita in serie tre stati su piani di fase (Fig. 5.4, 2). Ela
traiettoria quasiperiodica corrisponde alle sequenze dei punti che si muovono
su qualche curva chiusa (Fig. 5.6, b).

Nella dinamica della mappa i punti speciali si incontrano, quando si

passa attraverso le cui traicttorie in una direzione si muovono da essi, € su

un‘altra verso di essi. Un esempio ¢ una sella. Tale punto speciale ha duc curve
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sono varietd lungo le quali le traiettorie si avvicinano a lei, e due curve sono

varicta lungo le quali la sequenza dei punti di Poincare viene rimossa da una
sella (Fig. 5.6, c).

54

L J

3 '
Fig. 5.4. "
Per la comprensione delle tmicttun'\:)%%omoklinichc prenderemo in

considerazione la dinamica OQ‘

il pendolo che oscilla con attcnua@n‘% sotto l'influenza della forza coercitiva.
La mappa di Poincmg}xncmnimla con una forza di frequenza

costrittiva, ha un punto spe‘éialc di sella in prossimita 0 = £ nx (n & dispari),

come mostrato in Fig. 5.5 per un caso di pendolo che oscilla sotto I'azione

della forza costrittiva.
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Fig. 5.5.

Con un'ampiezza piuttosto piccola della forza coercitiva le varieta stabili ¢

instabili di una sella non si preoccupano 'una dell'altra. Ma all'aumentare della
forza coercitiva queste due varieta si incrociano, ¢ si verifica un numero
infinito di volte. Allo stesso tempo i punti di intersezione varieta stabili e
instabili sono chiamati punti gomoklinici. Il punto Poincare vicino ad uno di
questi punti & la mappa nelle vicinanze di tutti
altri punti di intersezione. L'insieme di tali punti di Poincare ¢ chiamato
Iraiettoria gomoklinica (Fig. 5.6, c). ;

L'incrocio di varieta stabili ¢ instabili sulla mappa di Poincare genera nel

Quartiere di ogni gomoklinical la mappa a ferro di cavallo a punta con
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conscguente imprevedibilita o sensibile dipendenza dalle condizioni di
ingresso che & segno distintivo di caos.

Le traiettoric gomokliniche generano mappe a ferro di cavallo, cosi, ad
esempio, nel caso del sistema dissipativo dell'area vengono mappate in aree
pii piccole, e vicino alla varieta instabile del tratto di arca. Ma poiché l'area
totale deve diminuire, l'area deve contrarsi pilt velocemente di quanto si
estende. Di conseguenza l'area vicino ai punti gomoklinici
si sviluppa.

Cosi, il sistema dinamico & considerato come trasformazione dello spazio di
fase, ciod il volume dei punti che rappresentano le varie condizioni di ingresso
possibili, si trasformera in quello che nel tempo - che il volume deformato. Un
flusso regolare nello spazio di fase nasce quando _{l volume trasformato ha
contorni lisci. Il flusso caotico nasce quando il-j%Yumc iniziale si allunga, si
contrae e si sviluppa, come durante la tragfgrinazione del panettiere o della
mappa a ferro di cavallo. OQ‘

Il criterio di Chirikov della m{ls'uﬁmsiziane delle risonanze per il caos
conservalore. Q—Y-

Le ricerche sui movimenti $aotici nei sistemi conservatori sono state avviate
molto prima che nei sistemi dissipativi, Ma i sistemi conservatori sono meno
diffusi e si limitano a settori come la meccanica celeste, la fisica del plasma ¢
la fisica degli acceleratori.

Come esempio in questo caso il caos che si crea & considerato al movimento
della palla che salta, & elastico riflesso dai piani orizzontali. Ma le equazioni
differenziali per questo caso, descrivono anche il comportamento degli
oscillatori non lineari collegati ¢ il comportamento degli elettroni in campo
elettromagnetico. Le equazioni del colpo di peso gravitazionale circa
l'oscillazione di una superficie ha un aspetto

xntl =xn + ksingn, oo+l = pn + xn+1 , ( 5 -3 J)
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dove xn ‘e la velocit’ a prima del colpo, ¢ on ‘e il punto temporale in cui
avviene il colpo, valutato sulla frequenza delle oscillazioni di una tabella, ossia
¢ = ot (mod 2n), k ‘e la quantit’ a proporzionale all'ampiezza della tabella
oscillante. Come il sistema conservativo (senza perdita di energia), le aree
sono considerate condizioni di ingresso nello spazio di fase (x, ) mantengono
l'area
a ripetute iterazioni di mappature (5.3.3).

Le traiettoric di fase delle mappe di Poincare (5.3.3) sul piano (x, ¢) a
due valori k= 0,6 ¢ k= 1,2 sono mostrate nel lavoro F. Luna.
Quindi a k= 0,6, i punti x = 0,2 x corrispondono alle traicttorie con il periodo
1, cio¢
xI =xI + ksingl , &

ol =@l +xI. O%\’

La soluzione di questo sistema di\gg%&zioni ha un aspetto @l =0, m;
xI =0 (g1 e x/ sono assunti su moe?n). Allo stesso tempo la decisione close
(p=néstabilca|2-k[<2,{1ﬁ¢loscq}=0,2néinslnbilea|2+k|<2c
corrisponde alla sella ai puqt&i mappatura.

Chiudere x = x la tfaiettoria con il periodo 2 fissato dalla decisione viene
ricevuta
sistemi delle equazioni

x2 =xl +ksinpl , @2 =gl +x2,
xl =x2 + ksing2, ¢l =gp2 +xl.

E in questo caso, ci sono sia punti stabili, sia punti instabili il periodo 2,
si sostiene anche che i punti stabili esistono alla condizione k < 2.
A k= 1,2 si ricevono i movimenti del terzo tipo: vicino ai luoghi, dove a
valori piii piccoli del parametro k c'erano selle e separatori che andavano da
una sella in una sella, la nuvola di punti che cormrisponde a un caos

conservatore. A k < 1 & localizzata nel quartiere dei punti sella. Maak=11la
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traicttoria errante diventa globale ¢ "viene spalmata” su tutto lo spazio delle
fasi.

Allo stesso tempo si dimostra che si possono ricevere tutti i tipi dii movimenti,
semplice la scelta delle condizioni di ingresso (non essendoci attenuazione,
non ci sono anche attrattori).

Il criterio del caos globale nel sistema (5.3.3) & stato offerto al fisico sovietico
Chirikov che ha notato che all'aumentare del parametro k /a distanza tra le
separatrix connesse con i movimenti periodici del periodo 1 e del periodo 2,
diminuisce. Se non intervento del caos, quelle separatrix sarcbbero bloccate

(Fig. 5.6), da qui il nome del criterio questo & criterio di sovrapposizione.

ot
)
.C)e

Fig. 5.6.
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Decomposizione standard (5.3.3) vicino ad una di queste risonanze
periodiche su piccoli k, riceveremo che la quantitd dell'area ha limitato la
corrispondente separatrice, fa quantita

a=4kl2 , na=k. (5.3.4)

In ciascuna delle decomposizioni non sono considerate influenza di altre

risonanze.
La condizione di sovrapposizione & che 4 + 42=2m, 0

4keclf2 +ke=2r. (53.5)
Dall'equazione (5.3.5) troviamo kc = 1,46 che ¢ la valutazione dall'alto
valore critico k = kc per il caos globale in numero pari a kc = 1,0.

O
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CAPITOLO 6. DISPOSIZIONI DI BASE DELLA TEORIA E DEL
METODO TOPOLOGICO DELLA RUGOSITA TOPOLOGICA DEI
SISTEMI DINAMICI

6.1. Ruvidita topologica dei sistemi dinamici

Nel paragrafo 4.1.2. del Cap. 4 ¢ stata data la definizione di rugositd dei
sistemi dinamici secondo Andronov - Potryagin.

Va notato che un concetto di rugosita da Andronov - Potryagin i criteri
corrispondenti di rugositd determinano solo proprietd qualitative di rugosita
dei sistemi dinamici. Ma questo concetto permette di inserire una misura
quantitativa della rugosita in considerazione.

Davvero, considerando le condizioni di dipendenzi continua delle soluzioni
dei sistemi (4.1.7.) ¢ (4.1.8) o\*‘\'
x=F(x), %= F(zgf-P fx),

Dalle condizioni di ingresso e dalle ‘ghq:lc parti di questi sistemi, possiamo
affermare che per i sistemi dl?v}ne strutture topologiche di quantitd & -
prossimita (4.1.7.) e (4.1. 8&@?1 conseguente & - identita (a fisso piccolo £ >
0), sono generalmente vari.

Pertanto ¢ possibile inserire le seguenti definizioni.

6.1. Definizioni 6.1.1. Ruvida nel campo del sistema G (4.1.7.) ¢ detta la
massima ruvida su un insieme di sistemi N se la quantita § - prossimita dei
sistemi (4.1.7.) e (4.1.8.), portando a ¢ - identita, sard (per tutti £ > 0) massima.
Definizione 6.1.2. Non grezzo nel campo del sistema G (4.1.7.) & detto minimo
non grezzo su un insieme di sistemi N se la quantitd e-identita alla quale la
condizione di rugosita ¢ ancora soddisfatta & (per tutti & > 0) minima.
Osservazione. Un insieme di N nelle definizioni di tutti i sistemi dinamici

formulati sopra questo insieme che sono topologicamente identici tra loro.
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Come ¢ noto dalla teoria dei sistemi dinamici, le condizioni di rugosita
necessarie ¢ sufficienti sono determinate da traiettorie speciali (punti speciali,
separatori, cicli limite, ecc.). Le traiettorie speciali pili importanti, in - molto
punti speciali (§P) sono la definizione della struttura topologica del sistema.
La possibilita di determinare la rugosita dei sistemi dinamici sulla rugosita nel
quartiere di SP ¢ dimostrata dal teorema di Grobman-Hartman che sostiene
che nel quartiere di SP iperbolico (rugositd) il sistema dinamico & simile alla
parte lineare.

Le condizioni di avvicinabilitd della massima rugosita sono definite dal
teorema riportato di seguito. Ma prima di formulare il teorema, inseriremo le
seguenti designazioni:

M ¢ una matrice di riduzione di una matrice di parte lincare A a base diagonale
(quasidiagonale) con una matrice di, cioé O\A

MO=AM, (55&
dove 0 = diag(h;,i =T,n},0 Q= gﬁ'{l‘fl =5+, #=T,1A i,i=2Ln},
e c{M} & il numero di con@gmalitﬁ (di solito numero spettrale) di una
matrice M. QOQ_
Cosl, si svolge il seguente teorema.
Teorema 6.1.1. Affinché il sistema dinamico nelle vicinanze di un punto
speciale iperbolico (x0) fosse il massimo approssimativo, e nelle vicinanze

non iperbolico ¢ minimo non approssimativo, & necessario ¢ per avere
abbastanza

M* = argmin ¢ {M}. (6.1.2)

La prova.
La prova del teorema 6.1.1 per il caso n=2 & fornita nel lavoro [163].
Prenderemo in considerazione un caso di sistema approssimativo.

Necessita. Lasciate che il sistema dinamico impostato dall'equazione
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x=F(x), (6.1.3)
dove X€ Rn, F & n-a funzione vettoriale misurata, & approssimativa nell'arca
G. Poi secondo i criteri di rugosita di Andronov - Pontryagin in SP dell'area
G..
a) det AZ0, tr A #0;
b) se tr A=0, allora det 4 < 0,
dove tr A e det A sono rispettivamente traccia e determinante di una matrice
A
Diciamo sistema (6.1.3.) grezzo vicino ad un SP con una matrice di parte
lineare A, cioé lasciamo che det A#0.
Poi, per la determinazione della rugosita secondo Andronoy - Pontryagin, il
sistema di perturbazione definito nella sottozonachiusa limitata G di un
campo di G O\;\'
X = F(R) + (%), (s.b%(" 4)
sard ¢ - identico al sistema (6.1.3). OQ-
Se ora si considera la continua (@cndcnzu delle decisioni (6.1.3) ¢ (6.1.4.)
dalle condizioni di ingresso r(?i © parti giuste, per i sistemi di varia topologia

di quantitd 5 - prossimita ?6.1.3) ¢ (6.1.4), portando a ¢ - identith (a fisso
piccolo

¢ > 0), sono gencralmente varie,

Ma allo stesso tempo, la condizione di det A # 0 equivale alla mancanza di
autovalore zero Ai (i=T, n) Matrici A.

Ai cambiamenti delle parti giuste nel sistema (6.1.4), gli autovalori %;
cambiamento in relazione a Ai (6.1.3) soggetti meno, che meno quantita di
numero di condizionalita della matrice di A risultante in diagonale
(quasidiagonale) base una matrice di parte lincare 4 in un SP (x0).

=%l <cMIIA-4), (6 .1.5)
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dove &, - 4, j="T,n sono autovalori della perturbazione e dei sistemi iniziali

in un SP con matrici di una parte lincare secondo A, A|| {| & una qualsiasi
norma di matrice. Pertanto, il numero di condizionalitd con {M} stima la
quantitd & - prossimitd dei sistemi (6.1.3) ¢ (6.1.4) a cui per ¢ fisso > 0, le
condizioni di rugositd sono soddisfatte:
£
(D, (6.1.4.) = (D, (6.1.3)) (6.1.6)
quindi c{M} ¢ una misura della rugosita del sistema iniziale (6.1.3).

In questo caso, ¢'¢ [163] il massimo approssimativo in un sistema SP

(x0) per il quale 5 = dmax ¢ M"= argmin c{M}.

Sufficienza.

Che la condizione sia soddisfatta (6.1.2). ‘\\-}

Quindi, le modifiche Ai matrici A samnn&ﬁh ime ¢ di conseguenza (6.1.3)
saranno il massimo approssimativo. 0%

Ora prenderemo in considerazion &Euso di sistema non approssimativo.
Lasciate che il SP (x0) del s%&ﬁnn (6.1.3) non sia iperbolico allora, o tr A #
0, det A=0, o tr A = 0, detf> 0.

Per analogia di co un caso di sistema grezzo (o un punto iperbolico) &
facile trarre la conclusione che i sistemi non grezzi (6.1.3) possono differire
con quantitd con i valori minimi emin > 0 per i quali si effettua (6.1.2), cioé ¢
per i sistemi non grezzi ¢ possibile inserire una misura di non rugosita alla
quale pud servire quantita ¢ {M}.

Pertanto, per il sistema minimo non grezzo di valore emin > 0 a cui si
esegue (6.1.6), ci sard minimo di tutti i sistemi N non grezzi impostati, & -
prossimita alla (6.1.3).

In tal caso, per il sistema minimo non approssimativo la condizione ¢
soddisfatta (6.1.2) e, al contrario, se avviene (6.1.2), il sistema (6.1.3) sard
minimo non approssimativo.
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Teorema 6.1.1. & dimostrato.
6.1. Osservazioni sul teorema 6.1.1.

1. La possibilita di considerazione e non iperbolica SP segue
dalla continuita della funzione c{Mj}. E nccessario notare che dall'analisi si sa
che la decisione concreta, per non punti iperbolici in senso stretto, non esiste
(generalmente n delle decisioni di ramificazione).

2. Come risulta dalle definizioni 6.1.1 ¢ 6.1.2, ed esistono anche i teoremi

6.1.1

sia i sistemi minimi grezzi, sia la maggior parte di quelli non grezzi per i quali
con {M} —co. Altrimenti, insiemi di sistemi grezzi e non grezzi formano
insiemi continui in relazione ad un indicatore di rugosita cfM). Allo stesso
tempo sistemi per i quali c{M} c¢/M} —w ci samnno sistemi con una forma
quasidiagonale giordana di matrici di una paned}acare

3. Definizione 6.1.1 € 6.1.2 e anche syfmdmonc del teorema di 6.1.1
invariabilmente riguardo alla dimensicm'e"dcllo spazio di fase considerato.

La misura inserita dalla rugositd’¢/M} dei sistemi dinamici permette di
risolvere i problemi di contml{n%ella rugosita dei sistemi nelle vicinanze di
SP dello spazio di fase. <

Davvero, lasciate che il sistema sia impostato
x = ¢(x,u), (6.1 2)
dove x€ Rn, “** sono secondo un vettore di coordinate di fase ¢ di controllo

del sistema, ¢ (-) & n-misurato non lineare differenziato un vettore - funzione,
Inoltre, lasciate che

Xx=Ax+Buy, (6.1.8)
¢ il sistema di una parte lineare per (6.1.7) in un SP (x0, u0)
D (xo,u,) =0, (6.1.9)
In (6.1.8) matrici 4. ¢ B:

= [¢.ixj*' (x_0,u0)], i,j=T,n
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e T

B= [¢'{“l(xn.un)], i=Tn, j=1r

dove ¢;lj (x:,11.), ¢;uj (x,,u,) sono rispettivamente derivate private agiasj, apiouj
a un punto (x0, uo).
Per il sistema (6.1.7) il seguente teorema ¢ corretto,
Teorema 6.1.2. Affinché nel sistema dinamico operato (6.1.7) descritto nello
spazio delle fasi di x€ Rn della vicinanza di un SP (x0, u0) per mezzo di
matrici di parte lincare 4 ¢ B, gestione # = - Kx fornendo vicino al
conispond:nte SP del sistema chiuso con la matrice sintetizzata F= A - BK la
massima rugositd o la minima non rugositd al sistema (6.1.7) esisteva, é
sufficiente anche che fossero soddisfatte le condizioni di non degenerata
risolvibilita dell'equazione di Sylvester per il sns_\cma chiuso.
La prova. Q
Necessita. Che ci sia u = - Kx sistema Q§1mduzionc (6.1.8) vicino ad un SP
(x0, u0) con una matrice di parte lifearc A, nel sistema massimo grezzo (o
minimo non grezzo) con una mst&c di parte lineare nello stesso punto di F =
A-BK. Q_?-

Poi secondo il teon:mi((%.l.l si realizza (6.1.2), quindi, c'¢ una M non
degenerata, tale che MQ = FM da dove riceviamo l'equazione di Silvestro

MQ - AM=- BH, (6.1.10)

dove H = KM,

Pertanto le condizioni di non degenerata risolvibilita dell'equazione di
Sylvester sono soddisfatte, cioé:

1. Controllabilita di coppia (4, B);

2. Osservabilita della coppia (Q, H);

3. Disgregazione delle gamme A ¢ O;

4. Non la degenerazione di BH (a piu autovalori).
Sufficienza. Che sia soddisfatta la condizione di non degenerata risolvibilita

dell'equazione di Silvestro, cioé che ci sia una decisione non degencrata M.
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Poi, sintetizzando il controllo
W= aTessile, ( 6.1.11)

dove K = 1M1, mediante un qualsiasi algoritmo (metodo) di minimizzazione
¢(M] & posaibile ragglungere il minimo ¢/M} oM = arg minc (M),
Teotema 6,1,2, & dimostrato,
Conl, come tisulato  dell'uso  del  teorema 6.1.2, il problema del
tagglunglmento della massima rugosttd sf riduce ad un problema di
programmazione non lineare della minimizzazione efM), In scelta di una
matrico di 11 o (K) nell'equazione di Sylvester con il successivo razionamento
della matrico M wovata (per il mgglungimento dell'unicitd),

DI conseguenza, Falgoritmo di ragglungimento della massima rugosit
dol slstemi dinamicl su wet di SP nell'aren G sard Il_p\cuncnlc.
b 87 nel enmpo di G sono definitl, 2 sard vu@\}ﬁll punti,
2. Sintesl del controlli di wy, 1=T;j , ke ¢ 'c(ﬂil S0 & fomito

M; = argmin fgj"h, I=Tp,

-

Nuove coordinate di 8P x,, tl{-\!}umerl ¢/ eccellenti da dato, clod / # 1 per i

quall wono calcolati (M1 = T3,

4 Quel controllo i * = i =« x che fomisce un minimo esce
Xl e(M)).

S 1 nlntemn (6.1,7) con una matrice di unn parte lneare di gy = g = K1 Inun
SO eho corriapondo al controllo u * o sard Il massimo sintemn grezzo
nell'aren ¢/,

o noll'wren G eceotto 82 ¢l sono anche cloli Himite, allor {1 metodo
offerto cho chinmeremo metodo della "condizionalith delln  rugosith
topologlen” o semplicemente metodo della “tugosttd topologlea® permetie di
entendetlo ¢ ulle nree nelle vicinanze del ciell Himite, Lo mostreremo,

Lawelute che nel campo doghl spazl delln fave O ¢f sia un elelo Himite,

Quindi ve In matrico fondamentato dello soluziond (1) del wistema & nota

x(t) =F(x (1)), (6.1.12)
che su di lei si trova una matrice di una monodromia X(T) di un ciclo limite
con il periodo T,

Se la matrice fondamentale di .Y (1) non viene trovata analiticamente, allora la
matrice .di una monodromia ¢ uno dei metodi numerici, per esempio con il
cosiddetto metodo di cottura.

Con il metodo di cottura, per il sistema (6.1.12) sono impostati da alcune
condizioni di ingresso

x(0) = ay,i =Ton, (6.1.13)
¢ un certo valore del periodo di 7.
Inoltre il sistema (6.1,12) ¢ integrato da r=0 punto, a =T punto.
Di conseguenza i valori x/ in un punto risultgno
t=Tixy(T) = (), 3 BTN =T (6114)
La matrice di X' (T) con gli clem@l’a.uaml. i/=T,n sard una matrice di

un : Q\O
monodromo ?._\5
X(T)=[ ag/ dujlfy=Ton. (6.1.15)

La matrice di una monodromia X(7) definisce in modo inequivocabile le
proprieti locali della vicinanza di un ciclo limite, in particolare la stabilita
orbitale ¢ determinata da
movalori , | = T/ chinmato dagli animatori di questa matrice. Se | Wi |<
1, tranne uno che & sempre uguale a -+1, allora il ciclo limite & stabile orbitale.
Altrimenti i1 ciclo limite orbitale & instabile,
O, come In un caso di SP & possibile inserire la misura cT7AY) pcr'ln
valutazione della rugositd dei sistemi dinamici nel quarticre dei cicli limite
come numero di condizionalith di una matrice di M(7), diagonalizzata (0
kvazidiagonalizzata) una matrice di X (7), ciod

eTIM):  MTMQT)=X(TMT)MT), (6.1.16)
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dove O(T)=diag {pi,i=1,n},
0 O(T)= diag (Q!, pi, i=3,n| an =[a,p; 8,-p].
Per i cicli limite il teorema & giusto.
Teorema 6.1.3. Affinché nell'orbitale vicino - un sistema dinamico di ciclo
limite stabile e limite massimo, ¢ nell'orbitale vicino - un minimo di ciclo
instabile e non approssimativo, ¢ necessario anche un minimo di ciclo instabile
e non approssimativo, ¢ sufficiente che

M(T) = arg min c{M(T)}. (6.1.17)
Il teorema 6.1.3. si dimostra simile al teorema 6.1.1.

E facile estendere un metodo di "rugositd topologica™ anche ai sistemi
dinamici a pezzi e lisci, considerando le rugositd cumulative sulle arce di
rugosita del sistema se SP non sono al confine di qu:ile aree. In caso di sistemi
non lisci € possibile estendere l'uso del mctod@?fenu utilizzando cio che o
il derivato generalizzato dell'analisi grezza \gg'h definizione di una matrice di
una parte lineare. OQ'

&8
N
6.2. Applicazione di un metﬂn di rugosita topologica ad una ricerca di

biforcazioni di sistemi diu(ﬁmlci

Formuliamo disposizioni di base per l'applicazione di un metodo di
ruviditd topologica ad una ricerca di biforcazioni sotto forma dei seguenti
problemi.

Teorema 6.2.1. Per SP non iperbolico con uno zero zero autovalore valido ai
cambiamenti i parametri ¢ in g* hanno puntato il posto

c(M(q")} = min c{M(q)]. (6.2.1)

La prova. Applicheremo la teoria delle perturbazioni, nota dall'algebra

superiore, per quanto riguarda le disposizioni basate sui teoremi di
Gershgorin.
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Per la definitiviti effettueremo la prova per un caso di autovalori
semplici.
Lasciate che la matrice di una parte lineare di A0 in un punto speciale (g*)
abbia autovalori semplici ¢ lasciate A1(g*) =0.

Inoltre, lasciate che A=A,+AA=A,+¢eA.¢ la matrice di
perturbazione vicino

= q’ spazi di punto dei parametri qeRP, A = A, —eA,e A=A, + A, le

matrici di perturbazione di un vicino di un punto (g*) rispettivamente a sinistra
e a destra di A1 (¢*) = 0 sul piano complesso degli autovalori. Qui £> 0 & una
piccola quantita.

Poi, dalla teoria delle perturbazioni, ¢ possibile presentare

B/ rs (S B/St
M 'AM, = diag(A} + ¢ pn /sk csn/s, ps /S5l (6.2.2)
Pra/Sn  Pou/S -

dove £ =1,2,3 indice che nporlx:\ilgqﬁuanum designata rispettivamente alle
matrici 4, A u A; M, sung_&nnmcc di diagonalizzazione di Ay, Bu -

(Y;r)kA; X (}’, )kv X QOQ*

. i : il
come autogeni destro e sinistro di i e di autovalori di una matrice Ay; 5§ =

sono classificati rispettivamente

Tk
(YT)"X!: i=T,n sono parametri di orientamento degli spazi vettoriali (yi) e
S h : k
(al materiale (yM)* e xX, i=T,n sono coseni xf di angoli tra (y])* e x).
Se credere che |geij| < | sia clementi Ae ; che secondo la teoria delle

perturbazioni il centro e il raggio per i di un cerchio di Gershgorin saranno
uguali

O +epl/shie ). | /st
j=1

0 altrimenti, pcrl.;k di autovalore avremo un raggio di cerchio inferiore a

[n (n-1)eV/|SE]. (62.3)
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a £> 0 piuttosto piccolo questo cerchio sard isolato.
Crederemo che la quantita ¢ sia identica a tutti i k=1,2,3.
Poi, indignazione quantita 1," stimato il (6.2.3) sara definito dalla quantita S}‘.
Dimostreremo che questa quantita sara la maggiore (da tre casi £ =1,2,3)
per £ =1 quando A¥=0,
Davvero, per £ =1 avremo Ax] =0, y] =0,x] = yl.|S |= |x'|r| =
1.
E per £=2,3, x| = ylpoiché, in generale x{ # yTATma poi [x**|< 1.
Pertanto, la qualita della valutazione (6.2.3), quindi e la perturbazione
dell'autovalore per £ =1 A (g*) = 0 sari la piu piccola che secondo la teoria di
una mazorizzazione degli autovalori e dei vettori significa cid che cfMk} per
il punto g=g* sara la pii piccola (I'affermazione Qyma che abbiamo sempre la
possibilita di prendere Ae si suppone qui in mbdo che la perturbazione Al sard
la pii grande di tutti gli autovalori). Q_\B
Teorema 6.2.1. & dimostrato. Q\O
Nota al Teorema 6.2.1. ?}b
Secondo la prova del q:ratma 6.2.1. ne consegue che se A(q #)=j0, cio¢
una quantitd puramente immaginaria che al passaggio attraverso un asse
immaginario di autovalore A(q *) (e quantita interfacciata A (qa*) =j0)|S,|

generalmente non & uguale a g/ e di conseguenza, in qucsto caso (6.2.1) non
avviene,

Teorema 6.2.2. Se nel piano di fase un SP (g *) tale che:

1. Ha dei luoghi che hanno degli autovalori immaginari di una matrice di una
parte lineare;

2. ¢[M(q *)} = minc{M(q))¢ un SP di tipo difficile
il q = q + ¢ la biforcazione del parametro, ¢ allo stesso tempo il ciclo limite

nel quartiere di questo SP apparc o scompare, cioé la biforcazione di Hopf
avviene.
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La prova. Ad una condizione 1) I'SP (¢*) non ¢ iperbolico e quindi & un punto
come "centro", o come "fuoco difficile” e come allo stesso tempo la
condizione 2) ¢ soddisfatta circa il minimo non la rugosita.

Vicinanze di un SP, ovviamente puo essere solo come "focus difficile”, quindi
biforcazione di emergenza (scomparsa) di un ciclo limite che si chiama
biforcazione Poincare - Andronov - Hopf o come & accettato nella letteratura
scientifica Hopf biforcazione Hopf avviene.

L'esempio pii semplice di biforcazione di Hopf si osserva per il sistema
x==[-q+ (+y))]x—oy, y=-[-a+(P+y)ly+ ox. (62 4)
quale parte lincare[x, )T = A[x, y]T,

. q - S e
dove matrice A = [m q J. ¢ autovalori A, + jo.

Al passaggio del valore attraverso il wi_ﬁ}e zero g Si osserva la biforcazione
di Hopf, Q\OQ-

la quantita di autovalori nnm@ un asse immaginario, e c(M} = 1.
Teorema 6.2.3. Affinchéjel campo dei sistemi dinamici multidimensionali
G multidimensionali al valore del parametro q = q" q € RP, biforcazione
della struttura topologica & sorto, ¢ necessario anche questo:

1) o nell'area considerata G non esiste SP iperbolico, o orbitale - cicli limite

instabili per i quali si verifica:
c(M(q")} = min Z{_, ; (M(a")). (6.2.5)
dove p-quantita dei punti generali o cicli limite nell'area G;
2) o nell'area G hanno punti iperbolici o cicli limite di sistemi dinamici per i
quali la condizione & soddisfatta:
c(M(q")} =; Zi., &1 (M(q")} = . (6.2.6)

La prova.
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Necessita. Come ¢ noto, la biforcazione significa che al momento della
transizione attraverso il punto ¢ = q¢" ¢'¢ un cambiamento spasmodico di
un'immngim_: della natura dei movimenti dello spazio di fase nell'arca G.
Pertanto, se il caso 2) si verifica, allora ¢ anche una condizione sufficiente di
biforcazione, poiché allo stesso tempo c'¢ una rottura dell'operatore del campo
vettore (un flusso di fase) ¥ = F(x). Questo caso corrisponde alla transizione
di due autovalori multipli validi in complessi interfacciati e viceversa (una
forma giordana di una matrice di parte lincare A non diagonale),

Se questo caso non vienc eseguito, allora & necessaria I'esecuzione di un caso
1) e non avremo SP iperbolico o cicli limite orbitali instabili al momento della
transizione attraverso g=g*, tali che devono cambiare i flussi di fase di salto
inG. 4

Let in G ¢ disponibile cid che - o non iperbolé@\\fl’. Poi in questo punto, o
uno degli autovalori puramente immaginas'éc’n o & uguale a zero,

In tal caso, come ¢ dimostrato scconde?teoremi 6.2.1 ¢ 6.2.2 al punto
q=q" la c;s?{z?;one é soddisfatta
C{z@g )} = minc{M;(q)],

e nelle vicinanze di questo SP si verifica cid che - o biforcazione locale. E
nell'area G una condizione 1) & piuttosto ovvia, si verifica o biforcazione
locale se in qualche PS questa condizione, o biforcazione globale in tutta l'area
G ¢ soddisfatta se la condizione 1) & soddisfatta in tutti i PS di quest'area.

Quando si esegue una condizione 2) teoremi, & ovvio che nel quartiere di
g=q* c'¢ una biforcazione globale se in G ¢' un qualche insieme di SP, o una
biforcazione locale se in G solo un SP e accade il cambiamento di carattere di

un SP, o "sella" in "nodo" e viceversa, o da stabile in
viceversa.

"fuoco" instabile e

Il teorema ¢ dimostrato.
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Per quanto riguarda le separatrix di "sella” (la terza condizione del criterio di
rugosita su Andronov - Pontryagin) il teorema & giusto.
Teorema 6.2.4. L'esistenza di una separatrice da "sella" in "sella", richiede
anche abbastanza che in tale coppia di SP la condizione sia stata soddisfatta
c{MI }=c{M2 ). (6.2.7)

La prova.

Necessita. Lasciate che per cosa - o due SP come "sella" ¢'é una separatrice da
una sella in una sella.

Poi, a n=2 (sul piano delle fasi) per il primo SP:

y/% =k = Fy(x, kx)/F; (x, kx) = f, (k),

oppure f;(k)-£=0 le equazioni di una scparatrice, dove £-slope di una
separatrice in un SP: F;(x, kx)/F) (x, kx) = r,(e, (k) -k=0.

Secondo il presupposto: f; (k) = f;(k), OP%@

Fa(x, kx)/F;x, kx) = F3(x, kx)/F, (5§kx) = f(K). S L
Per le funzioni F\, F,, F'l, F'z una vjé@g; generale, il rapporto (6.2.8) a qualsiasi
x & possibile solo se FIV-QBF'., F, =dF; dove & - una costante
disuguaglianza a zero, c&dﬁ&l = dA,, quindi c{M;} = c(M,]}.

Sufficienza. '
Se viene effettuata (6.2.7), allora A; = @A;, oppure F, = aF), F = dFy, &
ovvio da dove riceviamo (6.2.8).

Il teorema ¢ dimostrato.

Osservazione. Teorema 6.2.4. & dimostrato per il caso n=2. A n 23 ¢
possibile arrivare in modo simile, considerando in modo coerente sezioni di
spazio di fase i piani paralleli ai piani del sistema di coordinate. ‘

I teoremi dimostrati in questa sezione permettono di utilizzare gli i“dic‘“‘?'f
di rugosita c(cT) per la definizione delle biforcazioni nei sistemi dinamici
definizione di matrici di una parte lineare (o di matrici monodromie) € calcolo

di ¢(cT) in SP o su cicli limite.
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CAPITOLO 7. APPLICAZIONI DELLA TEORIA E DEL METODO
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BIFORCAZIONI E CAOS DI SISTEMI SINERGICI

Nel cap. 6 sono indicate le basi della teoria ¢ un metodo della "rugosita
topologica” che permette di indagare la rugosita e le biforcazioni dei sistemi
dinamici.

Le applicazioni della teoria ¢ del metodo sviluppato della "rugosita
topologica” ad una ricerca di rugosita, biforcazioni e caos di sistemi sinergici
di varia natura fisica sono presentate in questo capitolo. Allo stesso tempo
alcune equazioni e disposizioni di ricerche possono avere ripetizioni di alcuni
dei capitoli precedenti del lavoro reale, ma per l'integrita dell'enunciazione dei

risultati di questo capitolo I'autore ha permesso queste ripetizioni.

Sistema (strano attrattore) di Lorenz .\;\.}
E noto che per la prima volta l'apertura di%l',?oincarc (1892) che in alcuni

sistemi meccanici descritti dalle cthQleni determinate possono esserci
oscillazioni caotiche & stata cnnfm@h?n dal meteorologo E. Lorenz che nel
1963 anno ha offerto e studjaf@*il modello matematico della convezione
termica nell'atmosfera, Quc&g lavoro Lorenz ha aperto uno dei primi esempi

del caos determinato nei sistemi dissipativi che in suo onore porta il nome di
un attrattore (uno strano attrattore) di Lorens.

In una forma adimensionale dell'equazione di Lorenz prendere una forma
X=of-x) ¢ =x-y-xz, z=xy-fiz (7.1)
dove x, y, z ¢ R sono condizioni variabili del sistema, x ¢ proporzionale

all'ampiczza della velocita del movimento, ¢ le variabili ¥, = riflettono la

distribuzione della temperatura in un ancllo convettivo, g, p sono i parametri
positivi collegati ai numeri di Prandi] ¢ Rayleigh, p > 0 & il parametro che
caratterizza la geometria del sistema.
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Ci baseremo su una ricerca dell'equazione e dell'attrattore di Lorenz del
valore dei parametri o ¢ p, da lui utilizzati nel lavoro, cio¢ o =10,  =8/3, ¢ p
varieremo il parametro.

Poi il sistema (7.1) assumera una forma

x=100-x), y=px-y-xzz=xy-(8/3)z (7.2)

Le ricerche del sistema (7.2) con l'uso di una misura di rugosita ¢ hanno
confermato le principali biforcazioni di questo sistema descritte in letteratura
¢ rispondendo alle condizioni dei criteri indicati nel cap. 6.

In realtd (fig. 7.1), a p —0, c(p) —2.6, ulteriormente in aumento p valore c(p)
per l'esistente solo SP/(0,0,0,0) tipi di "nodo" stabile (autovalori di una
matrice di una parte lineare A1 3= 5,54 [20,25 + 10p)'?; A3 = -8/3 diminuird,
avendo raggiunto il valore 2,11 ap=r/ = 1,0, Al‘p >rl =0 nel sistema (7,2)
appaiono due punti speciali simmetrici rclq\t_s)'v\?r’ncntc SP1 SP2 (a- {(8/3) (p-
D1/2%, p-1) € SP3 (4, - a, p-1) tipo sl@[fi’ "focolai", autovalori delle matrici
di una parte lineare in cui suddisfn@'cqunzione caratteristica,

Q\
134-‘]—‘u+§(|o+p)u-';ﬂ(p-1)=&5\ (.3)

¢ un valore medio€ n-;-):-\@?(-p) sard pari a 2.11. Il punto speciale di SP/ a p>
rl si trasforma in SP tipo "saddle-knot",

Inoltre, con p —rf =1,345 il valore T — o ¢ nel sistema si verifica
biforcazione del cambiamento di tipo SP2 e SP3, vale a dire: I'ultimo tumno
nelle stalle di tipo SP "si concentra”,

Con p =r2 = 13,926 l'indicatore ¢ raggiunge il minimo locale pari a 1,372, ¢
nel sistema (7.2) ¢'¢ un caos metastabile quando gli attrattori SP2 ¢ SP3 di
globale si trasformano in attrattori locali con alcune aree di attrazione (Fig.
7.1). Inoltre, a P =rd=24,74, T =1,389 si verifica la biforcazione Poincare-
Andronov-Hopf (Hopf) quando gli autovalori A2 in §P2; diventano

puramente immaginari, pari a + j 9,624, I valore del parametro p = r4 richiama
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I'attenzione dei ricercatori con il fatto che a p > 4 .4 sistema (7.2) nasce
I'interessante fenomeno chiamato strano attrattore di Lorenz.

In un'area limitata dello spazio R3 intorno al "saddle-fokus" instabile SP2;
sorgono le caotiche oscillazioni che coprono un punto di sella di SPJ.

Altri punti e tipi di biforcazioni specificati in letteratura (r3, rwo, n, rc e cosi

via) finora con questa misura non sono stati trovati e richiedono un ulteriore

Fig. 7.1. Il programma di dipendenza c(p) per il sistema di Lorenz

ricerca, & possibile con l'attrazione di qualsiasi stima non lineare. Ma allo
stesso tempo si trova un altro punto che merita interesse e cioé: un punto p =
rm =45 dove gli indicatori c(p) nei punti SP2 , raggiungono il minimo assoluto
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pari a 1,23. In questo punto & necessario aspettarsi la massima "stabilita" di
uno strano attrattore di Lorenz, cioé piccole indignazioni nel sistema (7.2)

portano ai minimi cambiamenti di area di esistenza di uno strano attrattore.

1l sistema di Rissler.
Il sistema di Rossler rappresenta un modello di dinamica caotica delle
reazioni chimiche che procede in qualche modo con I'hashing ed & descritto
dalle equazioni:

i=-y-z, yp= x+02y,2 =02+z(x-p) (7.4)
dove p ¢ il parametro variegato.

E noto che le biforcazioni in questo sistema avvengono attraverso il
raddoppio consecutivo del periodo di un ciclo. Eif il calcolo di una matrice di
una monodromia di un ciclo si usa il mc@’ conosciuto sotto il nome di
"metodo di cottura”, C:.\Q'

I dati iniziali sono impostati: Eji'l:n'odo =1,0,x=-1,y=-1,y=1,2=1.2,
un intervallo di valori per p da \(‘ﬁz\l 1.

La dipendenza riceyath di un indicatore di rugosita di cfM} dal
parametro p & prescnlal{fnoclla Fig. 7.2.

om;

: ;

" 3 [ 5 p &

WY

Fig. 7.2. Il programma di dipendenza di c/M} = f (i) per il sistema di
Rossler



Dal prospetto della Fig. 7.2 ¢ visibile che il risultato ricevuto sulla base di un
metodo di rugosita topologica corrisponde completamente ai risultati riportati

in letteratura.

Sistema Belousov-Zhabotinsky
Questo sistema & descritto dalle equazioni
2 =klay + k2ax - k3xy - 2k4x2,

y=-klay-kixy + 1/2fkSbz, (1. ,5)

2 = 2k2ax - k5bz,
dove kI = 1,28; k2 = 8,0, k3 = 8,0 -'%,; k4 = 2,0, 103. k5 = 1,0; a = 0,06;
b=0,020;0,5 < f< 24, ol
Il sistema Belousov-Zhabotinsky & umba_%lzionc chimica dove ci sono
oscillazioni di concentrazione di sosxm{?r, rappresenta l'ossidazione catalitica

dell'acido malonico CH.?(COOH)QQ reazione avviene in soluzione acquosa

al semplice spostamento dei se;x?é'mi reagenti:
[ H+] = £0 mol; [CH2(COOH),] = 0,28 mol;
[ BrO3-]=6,3 - 10-2 mol; [Ced+ ] = 2,0 - 10-3 mol.

Si osserva una reazione al cambiamento di colorazione della soluzione
causata da cambiamenti di concentrazione di Ced4+ da incolore a giallo.

Nel sistema (7.5) a seconda di f duc o tre punti speciali (SP), uno dei quali ¢
l'inizio delle coordinate. I punti speciali di SPi (x0, Y0, z0) sono definiti da
rapporti:

X0 =[6:10-5 (1-1) - 0.48:10-7 ] & ( [ 6:10-5(14f) - 0.48-10-7 |2
-=0.1152:10-10(14f) } %,

y{)-{).43:/'._,0/(0.078+8'105.\'9)- (7 .6)
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20= 0,48 x0.

I risultati delle ricerche del sistema (7.6) con l'uso di un indicatore di rugosita
di ¢{M} sono mostrati in Fig. 7.3.

In Bclousov-Zhabotinsky rcazione varic oscillazioni, tra cui caotico si
trovano varic oscillazioni. Le ultime si verificano a 0,9208 << 1,0808,a f=
0,9208, f = 1,0808.0.9208 biforcazioni. Allo stesso tempo, la massima
rugositd delle oscillazioni si osservaa f=2,0.

c{M) '

T " n ™y

Fig. 7.3. Dipendenza di un indicatore di rugosita di c¢{M} dal parametro f
del sistema Belousov - Zhabotinsky

Predator - sistema di preda
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Per la prima volta questo sistema ¢ stato considerato dal matematico
italiano di V. Volterra. In un caso bidimensionale questo sistema ¢ descritto
dalle equazioni
i=ax-fiy, y=xficy-my, (1 7
dove x, y sono il numero di popolazioni secondo le prede e i predatori, a,p
sono le prede malthusiane ¢ trofiche costanti che mostrano rispettivamente il
tasso di crescita del numero delle prede in assenza di predatori ¢ la velocita di
consumo delle prede un predatore, x ¢ l'efficienza di trattamento della
biomassa della preda nella biomassa di un predatore, m ¢ il tasso di mortalita
di un predatore.

Un esempio viene esaminato:

2=-Ix+dx-05xy-x, y=-2ly+xy. | (7.8)
In questo sistema quattro punti speciali:d}}f (0,0); SP2 (1.0, 0); SP3
(3.0,0); ¢ &

S§P4 (2.1, 1.98). Le matrici delle pmidfﬁl:ari SP sono rispettivamente uguali
in queste \S\‘e‘
Al=[-3,0;0,-2,1 ], A2 = bz;-\')‘,s; 0,091, 43=[-6,-1,5; 0,0, 0,9 "
A4 =[-0,42, -1,05; 1,98,0]%
Autovalori e tipi di punti speciali:

SPI: Al =-3,A2 =-2.1 & "nodo stabile"; SP2: A1 =-1.1,A2 =2 & "sella"; SP3:
Al =-6,32=0,9 ¢ "sella"; SP4: .1 ;=- 0,21 +j 1,43, & "fuoco stabile".
Troviamo: M! =[1, 0; 1, 0], M2 =1, 0,159; 0, 0,9871", as-[1, 0,2124; 0,-
0,977], M4 = [0,389, 0,737; 0,924,-0,676]".

Valori ¢(Mi}, i =1,2,3,4: ¢(M1} =1,0; c(M2} =1,174; c{M3} =1,241:

cfM4}) =1.421,

Su un punteggio totale 4YC{Mi} = 1,21 & visibile che questo sistema

ecologico & piuttosto approssimativo, vicino al sistema piu approssimativo
quando 1/i YC{Mi} = 1.
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Fig. 7.4, Fig. 7.4, Ritratto di fase del sistema predatore-preda
N
S
Sistema (circuito) Chua ‘.o(',

E noto che il sistema Chua rappiscnta un circuito clettronico con un
unico clemento non lineare in gt@b di generare varie, in particolare, caotiche
oscillazioni. v '

- -

Il sistema Chua ¢ d&n’ltu dalle cquazioni:
¥=ply-fix)), y=x-y+z,i =-qy, (7.9)
dove f(x) = a1 x+ 0,5 G - MO) (| x+ 1 |- | x- 1)

Conp=9, g=14,3, yy = - 6/7, M0 = 5/7, nel sistema (7,9) si osservano
oscillazioni caotiche.
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Fig. 7.5. Dipendenza di C{M} dal pmmct\s nel sistema Chua

&
In questo caso tre punti spegidli (SP): SPI (0,0,0,0); SP2 ; (x11/6, 0,
11/6). Al _
Sono stabilite da ﬁcc?c?c che i movimenti caotici si trovano anche ai
valori g: - 1,034 <q<-049,eaq=-38¢ q = 1,05 si osserva la massima

rugositd dei movimenti nel sistema (7,9) che sono mostrati in Fig. 7.5.

La biforcazione di Hopf

Questa biforcazione ¢ chiamata a volte Poincare-Andronov-Hopf
biforcazione su nomi dei primi ricercatori di questo tipo di biforcazione.

Questa biforcazione ¢ la biforcazione dell'emergenza (scomparsa) di un ciclo
limite nel sistema sinergico,

L'esempio piti semplice di biforcazione di Hopf si osserva per il sistema
bidimensionale:

=-[q+(xty)]x-ay, y=-[g+@Ex+y)]y+ax (7.10)
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quale parte lincare /%, y]" = A [x, y]" dove 4 = [g,-@; , g]", ¢ autovalori

AI‘J=q:i:jﬂJ.

L] ——
Im Im Im
| B
i |0 Re 4 l 0{ Re
N
B) 0$
&
O
Fig. 7.6. Biforcazione di Hopf nel gitema (7.10)
NS
)

Al passaggio dal valore Qmalorc zero g = 0 si osserva la biforcazione di
Hopf (vedi fig. 7.6). Alfo stesso tempo, gli autovalori attraversano un assc
immaginario e la quantita C (M} = 1.
Un esempio pin difficile di biforcazione di Hopf si osserva nel sistema
tridimensionale chiamato dal sistema di Lengford:
i=Qa-lx-y+ax,

y=x+(2a-1y+yz (7.11)

2=-qz-(x2 +y2 +22). ‘

In questo sistema di modellazione della turbolenza nel liquido c'¢ la
biforcazione di Hopf a
al=Y%eT0=2n
11 sistema ha due punti speciali di SP/ (0,0,0,0) e SP2 (0,0,- a).

Matrici di una parte lineare in punti speciali di SP/ ¢ SP2 rispettivamente
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U R ?‘7 a:; g ‘
A,=; 2861 ?a A= o o' s

e gli autovalori sonougualiall =-g,A23=2a-1%icAl =gq,
Ri=a-1=%i

Quantita c/M} = 1, e alla transizione del valore a = % nel sistema (7.11)
si verifica la biforcazione di Hopf.

La dinamo del Rikitake

Il modello di una dinamo Rikitake & uno dei modelli noti di ricerca di un
dipolo magnetico della Terra. Nei lavori noti dei ricercatori portati nella lista
dei riferimenti a questo lavoro sono state condotte @crchc analitiche di questo
modello. Sono mostrate le possibilita di osservarione di alcuni dei fenomeni
di una vera ¢ propria dinamo magncloi@%dinamica della Terra, come le
variazioni di polarita di un dipolo Q\Cﬁ-rm, l'oscillazione di quantita di un
dipolo, la quasi frequenza di var@«onc di un dipolo.

Il modello di una dinnmacﬁfkitakc ¢ descritto dal seguente sistema di
equazioni

2=yt 2y,
y=-ax-uy+xz, (1.12)
i=l.xy,

dove a, pt sono parametri positivi, @ = const = (k2 - k2), k - coefficiente.
Il caso in cui k=2, a = 3,75 p viene indagato.

In questo caso, il sistema (7.12) nello spazio di fase ha due punti speciali
come "fuoco instabile”.

SPI: (x0 = 2, y0 = 0,5, 20 = 4p),
SP2: (x0 =-2, y0 =-0,5, z0 = 4p).

Autovalori in punti speciali:
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Al=-2,023==%120615.
Il calcolo di cfM} a vari valori p ha scoperto checonp=1,1 e
p— 0, ¢{M} = 1 che conferma le conclusioni sull'emergenza al valore p= 1,1

movimenti periodici nel sistema (7.12), cioé c'é la biforcazione di Hopf.

Mappa di Henon (Enon) o a ferro di cavallo

Nelle ricerche Henon ¢ mostrato che le proprietd simili al sistema di
Lorenz, la semplice mappa discreta del piano determinato dalle equazioni,
possiede:

xn+l =yn+l -axn2 ,yn+l = bxn , (7 A13)

dove a e b sono parametri della mappa.
Gli esperimenti numerici vengono eseguiti a “~lk'4; b=10,3 (Fig. 7.7).
A questa mappa si tirano, si comprimonoot\\f piegano, che dopo un gran
numero di iterazioni della mappa porta&qgﬂa struttura frattale.
A seconda del punto iniziale, le @ucnze di punti ricevuti dalle iterazioni
della mappa o vanno all'inﬁnit&"ose:lspirnno a un attrattore.
L'attrattore a cui aspira 'l;p‘gﬁlu della mappa presenta il lavoro di varietd
unidimensionale su un {hsieme di Cantor, cioé ha una struttura frattale. Va
notato che generalmente la mappa T che trasferisce una certa superficic
secante § su se stessa (mappa di ogni punto di 4 — trasferisce 7(4) ad un

punto su §), & la mappa di Poincare.
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Fig. 7.7. Mappa a ferro di cavallo

Le ricerche della mappa di Henon sono condotte a b = 0,3; a ¢ var.
Valori di biforcazione del parametro a:

all=-(1-b)2 /4 =-0,1225;
al =3(1 - b)2 /4 =0,3675;
a2 =1,06; a3 = 1,55,
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Al punto a <al, 0 a > a3 vanno sempre all'infinito, a questi a I'attrattore
non csiste,
Ad all <a <al !'attrattore ¢ un punto invariante stabile. Quando un > al .,
attrattore ¢ un insieme periodico da p di punti, simile ad un ciclo limite nel
sistema di Lorenz. Con la crescita e il valore p cresce e si sforza di raggiungere
l'infinito a2 = 1,06. Ad a2 < a < a3 lattrattore ¢ difficile, ma non "strano"
(non caotico).

La ricerca per metodo di rugosita topologica da i seguenti risultati:

Ad un < al) non ci sono punti speciali,

Con a = a0 solo un punto speciale (SP):
x0=1/(1-b)= 1,43, y0=>bA1-b) = 0,43,

Adal <a<al unSP ik, € un altro SI_'kinslabilc.

Matrice di stato SP: 0\5\’
A0=[-2ax0, I;b, O], \{:JQ'
Coordinate SP: OQ‘

x0=1/2a[-07+ wl(o.aod}:y. 0= bx0.
Autovalori: Al 2= mnggt‘%z x02+b).
<
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Il programma di dipendenza di Yc/M} = % [E20M)12 = |2 dal
parametro a é fornito da i in fig. 7.8,

1Y
1,828
1 R SO R p
7 RRE 5, & 2t
& :
42 | o — @) 108 .
<
\)CD

Fig. 7.8. Schema di dipendenza di {M} = fla) della mappa a ferro di
cavallo \‘)«

> X
Le ricerche mostrano che allfic‘“no c{M} = 1 locale o Yc{M} = 0,707 non &
realizzabile alla fine a, e sard coordinato con i risultati noti
di Henon, ecc.

Modelli di sistemi economici

Le disposizioni della teoria e la possibilita di un metodo di "rugosita
topologica” sono approvate con successo su vari modelli di economia
sinergica, come: il modello avanzato di Kaldor; il modello di Keynes; il

modello di Solow; il modello di Schumpeter.

Qui prenderemo in considerazione due modelli di sistemi economici: il

modello avanzato di Kaldor e il modello dj Schumpeter.
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Il modello avanzato di Kaldor caratterizza i cicli di business ed &
rappresentato dal seguente sistema di equazioni:
i=a[R(x,z)+1l(x y)-x], y=Iy-10,(1.14)
dove x, y, z sono rispettivamente variabili del reddito nazionale, del capitale e
del welfare;
R (x, z), I (x, y) sono in funzione della funzione delle spese sui consumi e dei
volumi di investimento; /0 & "sostituzione" degli investimenti; a & coefficiente
di adattamento di un ciclo (velocita di stabilimento).

Funzione delle spese sui consumi:

R(x, 2) = r(z)x + S@), (1 .15)

e funzione di risparmio:

T(x,z) =x-R(x, z). 4 (7.16)

La funzione degli investimenti di / (x, y) ha wispctto della funzione logistica
mostrata in Fig. 7.9. )

Lo stato di equilibrio del sistema (83‘4) soddisfa i rapporti:

T(x, z) =Ix, y), I(x,y) = 10. 0«‘2‘ (7.17)

Dalla Fig. 7.9 ovvi te che nel sistema (7.14) sono possibili uno, o

tre punti di equilibrio (pffnli speciali (SP)).
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Fig. 'f@?imi di equilibrio del sistema (7.14)

Credere R (x, z) =cost, I (x, y) = B e in vista delle funzioni

I (x, y). T (x, z) la corrispondente fig. 7.9, avremo le seguenti matrici di parte
lineare (7.14) nelle vicinanze SP:

a3 =[-1,-1;0,-1]" ,a=[B-1,-I; B -1r. (7.18)

Rispettivamente in punti speciali (x/, x3) avremo "nodo stabile”, ¢ in un punto
speciale (x2):

a0 <p <2 ¢ "fuoco stabile”;
a2 <fi <4 ¢ "fuoco instabile";

a } >4 ¢ "nodo instabile",
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Al valore B = 2 nel sistema (7.14) c'¢ una biforcazione della nascita di un ciclo
limite (Hopf).
L'equazione caratteristica in un punto speciale (x2):
A2-Mp-2)+1=0,
¢ l'indicatore di rugosita di c{M} sara pari a ¢/M} = minp c{M} =2,62.
Possibili stati di equilibrio stabile (punti speciali) hanno la forma di
incidente (biforcazioni) come "montaggio”.
Modello come Schumpeter. Nel modello considerato identico alla
produzione industriale privata ¢ statale, il comportamento dell'investitore (e
dell'innovatore) e anche la sua strategia nelle condizioni della concorrenza,
della macroeconomia, tollerante alle influenze, e degli investimenti, &
indagato dalla "domanda indotta". Su questo _dec!lo vengono indagati i
movimenti non equilibrati dei sistemi ecm@h\ﬁ:i delle industric dei paesi €
delle regioni. t'g{(’
I cambiamenti di strategia dcglenveslimcmi da carattere espansivo a
ratsionalizatsionny ¢ back cm\sganu fluttuazioni industriali. Alla ricerca di
profitti esclusivi gli imo&@% ¢ gli vomini d'affari pionieri agiscono nella
direzione opposta al movimento ciclico della strategia di investimento.
Cosi, il modello come Schumpeter descritto dal sistema delle equazioni &
considerato:
% = sh(y + kx) - xch(y + kx) = P(x, v, k) '
(7.19)
9 = -ufa0 sh(8x) + (- al)ch(89)] = Q(x. . V).
dove x, y sono rispettivamente variabili dell'indice delle configurazioni degli

investitori e "alternatore” - il passaggio delle preferenze dell'investitore tra

investimenti di tipo espansionistico ¢ ratsionalizatsionale; k ¢ il parametro del
coordinatore che riflette I'intensita dell'interazione dei singoli investitori; sh
(), ch () sono funzioni di un seno iperbolico ¢ di un coseno; p = M/ & il

parametro relativo, M ¢ il parametro della flessibilita strategica degli
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investitori riguardo al cambiamento di strategia da espansionistica a
ratsionalizatsionaria ¢ viceversa, & ¢ il parametro della scala temporanca che
definisce il tempo reale di ¢ = ©/25 dove 1 ¢ la variabile di tempo nel sistema
(7.19); v & il parametro della velocita di una tendenza a girare di strategia; a/
¢ il parametro di influenza della strategia ¢ positivo a espansionistico e
negativo a ratsionalizatsionny, la scelta; a0 & l'ampiezza della scelta strategica.
Condizioni delle disposizioni di equilibrio (punti speciali, SP):
P(x0,y0,k) =0, Q(x0,y0,y)=0,
definire uno, o tre, o cinque punti speciali che corrispondono a parametri di
sistema specificamente impostati (7.19).
E stabilito che nel sistema (7.19) sono possibili biforcazioni di Hopf con
I'emergere di cicli limite. 4
In particolare, ai valori dei parametri: a0 = Q,}}\GI =0;y=4,0; p=0,5,
abbiamo I'unico punto speciale all'inizio dsltg(:nordinalc x0=y0=0,
La matrice di uno yakobiano ha un as@m:
A0=[k-1,1;-1,-0,5]. \3‘3‘
Equazione caratteristica; Q-?.
A2+ A5 - k) - 0,5k +1,5 =0,
¢ autovalori:
Ma=(k-1,5)/2% 1/2V[(k-1,5) + 2k - 6).

Se come parametro operativo per accettare il parametro k, allora ai valori k=
1,5,

k=2.5; k=3 ci sono biforcazioni nel sistema (7.19). Allo stesso tempo, con k

= 1,5 si osserva una biforcazione di transizione da "fuoco stabile” a "fuoco
instabile", All'indirizzo
k=25 c'¢ una biforcazione di cambiamento della topologia dello spazio (x,

), §P(0,0) cambia da "fuoco instabile" a "nodo instabile", ¢ a k> 3 ¢'¢ un
passaggio a "sella",
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I risultati di una ricerca sulla rugositd del sistema (7.19) vicino (0,0) sono
mostrati nella Fig. 7.10.

Apparentemente dal disegno, con k= 0,5 il sistema sara il pili approssimativo
con

c{M} = 1, o altrimenti, il sistema cconomico modellato sara allo stesso tempo

con la migliore stabiliti.

Fig. 7.10. Schema di dipendenza di C (M} = k)
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CONCLUSIONE

La teoria della rugositd topologica dei sistemi considerati in questa
monografia, le cui applicazioni per una ricerca di sistemi sinergici di varia
natura fisica sono fomnite nel cap. 7, assume un modello matematico
formalmente certo dei sistemi studiati. In caso di modelli matematici di sistemi
scarsamente formalizzabili e non formalizzabili, si offre I'applicazione di un
metodo di analogia della topologia set-teorica e di un approccio astratto alle

ricerche di tali sistemi.

Basi di avvicinamento
Lasciamo che sia impostato un qualche insieme di s con cui & collegato un

altro insieme di M2 il cui rapporto & dcﬁnimo.t\ia-un certo morfismo —, cioé il

rapporto avviene "OQ’
M2 > (1)
M — M2, OQ.
¢ che \SQZ‘
Fi = 2
(M) =2, Q_Y‘ (2

dove F ¢ il funtore che ﬁ{ggc da mappa tra i set.

Definizione 1. I rapporto (1) definisce alcuni spazi di insiemi {M} in cui
viene definita la topologia di questo spazio di T.

Definizione 2. p spazi (M) chiameremo varietd speciali punti speciali, linee
speciali e varietd multidimensionali in questo spazio dove sono possibili
alcune lacune speciali (singolari) nel rapporto (2), nel senso di topologia di T.
Definizione 3. Chiameremo perturbazione di un insieme di M
F(M), & che la M + F(M) forma l'insieme perturbato nello spazio {M}.

Definizione 4. Si inserisce la metrica & per le perturbazioni ¢ una metrica &

un insieme di

per gli insiemi perturbati.
Definizione 5. Chiameremo topologia dello spazio (M) vicino 8 g

varietd speciale p ruvida se a piccole pchurhuzioni 5 insiemi di M, l'insieme
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perturbato di M + F(M) ¢ causerd un rimescolamento da un insieme di M non
piti che su qualche piccolo €.

Per la determinazione di cui sopra possiamo utilizzare tutte le disposizioni di
base della teoria della rugosita topologica dei sistemi dinamici di cui al cap. 6
di questo lavoro, cioé considerare le questioni della massima rugosita ¢ della
minima non della rugosita, ecc.

L'approccio qui offerto pud essere utilizzato per sistemi poco formalizzabili
¢ non formalizzabili come i sistemi informativi, sociali e politici. Allo stesso
tempo, ovviamente la difficoltd principale di una ricerca di tali sistemi
consisterd nella definizione dei corrispondenti set di M, funtori di F, varietd
speciali p e anche nell'introduzione di metriche & ¢ ¢ spazi (M} che sono
problemi di prospettiva.
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